Férmula para a razao entre as diagonais e o lado

Em primeiro lugar, analisemos qual a relacdo entre o comprimento de uma
corda [AB] de uma circunferéncia de raio R e a amplitude do respectivo arco
de circunferéncia, designada por «. Temos:
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Dado um poligono regular, notemos que as suas diagonais sao cordas da
circunferéncia que circunscreve o poligono que correspondem a arcos cuja am-
plitude é um miiltiplo inteiro de 27” Mais propriamente, a k-ésima diagonal mais

curta é a corda correspondente a um arco de amplitude (k + 1)2% = W
(k+1)m

Logo, a sua medida é 2R sin ~—_~—.
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Por sua vez, o lado do poligono é a corda correspondente a um arco de
amplitude %’T, logo a sua medida ¢ 2Rsin 7. Sendo assim, a razdo entre a
k-ésima diagonal mais curta do poligono e o seu lado é dada por:
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Por exemplo, se k = 1, temos que a razao entre a diagonal mais curta do
poligono e o seu lado é dada por:
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A razao entre as diagonais seguintes e o lado é dada por:

k=2:
Sip ST in (20 L ® i 2T cog & 2T G T
sin sin (2% + I) _ sinZFcos T +cos TFsin F
sin © sin & sin ©
n n n
s 2
smTZr T 2w
= —/—;C0S— +cos— =
sin n n
T 2
= 2cos? = 4 cos — =
n n
T T
= 2c0s® = +2cos?— —1=
n n
T
= 4cos’= —1=
n
2
™
= (QCOS*) -1
n
k=3:
sin 4¢ 2sin 2% cos 22 4in = cos T cos 2&
n — n n — n n n —
sin T sin * sin T
n n n
T 2T
= 4cos—cos— =
n n
T T
= 4COS*(2C0827—1)=
n n
T T
= 8cos® = —4cos— =
n n
3
T T
= (2cosf> 72(2cosf>
n n
k=4:
in 9T qn (40 4 © in 4T ud am T
sin — _ sm(n —|—n) _ sin - cosn—i—cos S, S o _
sin T sin T sin T
n n n
Sim‘%r T 47
= ——F Cos— +cos— =
sin n n

2
= (SCOSSE—4COSE)COSI+2COS21—1=
n n n n
2
= 8COS4E—4COS2E+2(2COS2E—1) —1=
n n n
= 8cos4z—4cos2ﬁ+2(4cos4z—40052E+1>—1:
n n n n
= 16cos4z—1200521—|—1
n n

4 2
= (2cosz) —3(2COSI) +1
n n



Mais geralmente, temos:
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onde fi(z) é um polinémio moénico de coeficientes inteiros de grau k. Este
resultado pode ser visto por indugao:

- Para k =1, temos:
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onde f1(x) =z é um polinémio de grau 1.

- Dado um inteiro k > 2, sejam fx_1(z) e fr—2(x) dois polinémios ménicos,
de coeficientes inteiros, de grau k — 1 e k — 2, respectivamente, tais que:
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Por outro lado, temos:
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Portanto, vem:
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onde fi () = xfr—1 (x) — fx—2 (x) é um polinémio ménico de coeficientes
inteiros e de grau k.

Sendo assim, dados os polinémios iniciais fo(x) = 1 e fi(z) = z, podemos
calcular explicitamente os polinémios seguintes f, (z), com k > 2:
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(verifique que os polinémios assim obtidos estdo de acordo com os cdlculos
efectuados anteriormente)

Nota: alternativamente, poderiamos ter deduzido a férmula para a razao
entre a k-ésima diagonal mais curta do poligono e o seu lado utilizando nimeros
complexos. Se t = e’ , entdo (tz)n = 12" =1, ou seja, t? é uma raiz de indice
n da unidade e todas as raizes de indice n da unidade sao da forma (752)k7 com
ke€{0,1,2,....n — 1}. Além disso, estas rafzes sdo os vértices de um poligono
regular de n lados centrado na origem. Assim, fixando o vértice t° = 1, a k-
ésima diagonal mais curta do poligono dado pode ser calculada pela distancia
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Notemos agora que:
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Logo, vem:
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O lado, por sua vez, é dado por:
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