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Resumo: Neste trabalho € feita uma apresentagao do AtrMini, uma cole¢do de
jogos virtuais para criangas, criada pela Associa¢do Atractor para a abordagem
de alguns conceitos matemdticos. Os jogos sdo disponibilizados gratuitamente e
foram concebidos para funcionarem mos sistemas operativos Windows e Macin-
tosh.

Palavras-chave: Matemaética elementar, jogos virtuais, Atractor.

1 Introducao

O AtrMini E| consiste numa colegao de jogos virtuais dirigidos as criancgas, po-
dendo ser importado gratuitamente de http://www.atractor.pt/mat/AtrMinil
Criado pela Associacao Atractor, esta disponivel para dois sistemas operativos,
Windows e Mac [I} 2].

Trata-se de uma ferramenta 1til no ensino da Matematica a nivel elemen-
tar, permitindo, através de uma utilizacao lidica, o treino de diversas com-
peténcias: calculo mental, utilizagao do dinheiro, raciocinio combinatério, es-
crita de niimeros em forma de fragao, percentagem ou decimal, etc. Neste artigo,
é feita uma descricao detalhada e ilustrada de vérios jogos.

116-se “A-Té-Erre” Mini.
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Comidods

Figura 1: Pagina de entrada do AtrMini.

Ao entrar no programa, o utilizador depara-se com uma pandéplia de jogos

(Figura [2)).

Canvidada

Figura 2: Menu Principal.

Com estes jogos, as criangas podem, nao so treinar o calculo mental através
das aplicagoes “Somar”, “Subtrair”, “Multiplicar” e “Dividir”, mas também
comparar numeros, em “Maior, menor ou igual?”, ou analisar propriedades
aritméticas como a comutatividade da multiplicagdo (em 3 x 2 = 2 x 37). Para
além dos jogos referidos, hé outros que destacamos nas secgoes que se seguem.
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2 Brincar com o dinheiro

Tarefas quotidianas como pagar um objeto e calcular o respetivo troco podem
ser aperfeicoadas através do jogo “Brincar com dinheiro”.

Brincer com dihsrs
Brincar com dinheiro

Figura 3: Brincar com o dinheiro.

Neste jogo, o utilizador deve efetuar o pagamento de um objeto, podendo fazé-lo
de duas formas: (1) facultando o valor exato — arrastando as notas ou moedas
para a regiao laranja como se mostra na Figura

Brincar com dinheiro

incar com dinheiro
100 (CopyrightEFAssacidcaol

I D]>]A] [=]oe] +]

Figura 4: Sem troco.
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(2) facultando um valor superior ao pedido, clicando na caixa registadora e
arrastando o valor do troco da caixa registadora para a regiao laranja como se
mostra na Figura [f]

Brincar com dinheiro

Brincar com dinhei
P

K] <JII > [51] [= ][+

Figura 5: Com troco.

Num primeiro nivel, os pregos sdo sempre certos (sem céntimos). Ao finalizar
corretamente cinco pagamentos, o utilizador é encaminhado para o nivel se-
guinte. O jogo compreende um total de 7 niveis, tendo os dois tltimos o tempo
limitado. Naturalmente, o grau de dificuldade aumenta com o nivel: por exem-
plo, a partir do nivel 2 é exigida a utilizacao de moedas de céntimos e a partir
do nivel 4 o utilizador é obrigado a usar troco.

3 Quantas escolhas?

Em “Quantas escolhas?”, as criangas tém um primeiro contacto com questoes
simples de combinatéria, mais concretamente, com a pesquisa de todas as com-
binagGes ou arranjos possiveis entre objetos.

Jornal das Primeiras Matematicas, N.© 5, pp. 3-22
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Figura 6: Quantas escolhas?

No nivel 1, o utilizador deve fotografar todos os “emparelhamentos” possiveis
com 3 bonecos, 2 a 2 (Figura@. A tarefa consiste em arrastar pares de bonecos
para o pédio e carregar no simbolo da camara fotografica sempre que obtém um
novo “emparelhamento”.

Quantas escolhas?

Quantfas escolhas?

K<l D> [T [+

Figura 7: Emparelhando.
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Na situagdo representada na Figura[7] aparece uma imagem que indica que nao
se atende & ordem, mas simplesmente aos bonecos que 14 estdo (parte esquerda
da Figura . Este é um dos dois cendrios possiveis no jogo. No outro (parte
direita da Figura , atende-se também a ordem. Este segundo cendrio nao
aparece antes do nivel 3.

Figura 8: A ordem interessa ou nao?

As Figuras [9] e [I0] ilustram os niveis 3 e 4.

Quanfas escolhas?
Y )058=Copyright

K< QD> [>H] [=e] +]

Figura 9: Nivel 3.
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Quantas escolhas?

Figura 10: Nivel 4.

4 Apanha bolas

Figura 11: Apanha bolas.
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Uma versao elementar da linguagem Logo encontra-se disponivel no AtrMini,
sendo o utilizador convidado a recolher um ntmero pré-definido de bolas, usando
algumas instrugoes simples do Logo. Trata-se de um jogo com utilidade na
introdugao de conceitos de programagao ao nivel do primeiro ciclo.

Apanha bolas

K< > [H] [=te] +]

Figura 12: Nivel 1.

Neste jogo, um “boneco” deve apanhar um conjunto de bolas, recorrendo ape-
nas a um certo nimero de instrugoes. A Figura [I3] mostra as possibilidades
existentes. A vermelho, estao os trés movimentos possiveis. Por exemplo, trés
passos para a frente resolvem o nivel exposto na Figura A amarelo, estao
procedimentos “logisticos”, como apagar uma linha ou voltar atrds. A verde,
estao acoes importantes, utilizadas na forma de combinar os outros comandos.
O nivel da Figura [I2] poderia ter sido resolvido indicando o nimero de vezes
que deve ter lugar a agdo “movimento para a frente”, como se ilustra na Figura
A mudanga de linha é importante para separar agoes.

A partir do nivel 5, impoe-se restri¢oes sobre o nimero de vezes que se pode

usar o movimento para a frente, nao sendo possivel resolver os problemas sem
usar repeticoes.

Jornal das Primeiras Matematicas, N.© 5, pp. 3-22



ASSOCIAGAO ATRACTOR 11

Dar wm passoem frente

Rodar 90° para a direita

Mudar de linha Rodar 90° para a esquerda

Repetir

Apagar alinha  Desfazer

Figura 13: Instrugoes.

Apanha bolas

K<l D> [+

Figura 14: Nivel 1, com repetigoes.
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Na Figura mostra-se uma situacao patente no nivel 8, na qual se pretende
apanhar 3 bolas, dispostas nos vértices de um quadrado de lado 1. Para tal,
basta repetir 3 vezes o par de instrucoes “dar um passo em frente” + “virar a
esquerda”.

Apanha bolas

(K< QD> 1] [=]te][+]

Figura 15: Nivel 8.

Nas Figuras [16] e [T7], mostram-se dois casos um pouco mais complexos.

Apanha bolas:

<D > =] [+]

Figura 16: Nivel 9; repeticoes elaboradas.
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Apanha bolas
Apanha bolas

Figura 17: Nivel 10; repeticoes elaboradas.

5 Cacga ao tesouro

Caca ao tesouro

Figura 18: Caga ao tesouro.

Neste jogo, o utilizador é confrontado com uma caga ao tesouro que obriga a
algum raciocinio.

Jornal das Primeiras Matemdticas, N.© 5, pp. 3-22
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Caca ao tesouro
\Versao 010585 Copyrig it

Leva-me até ao
tesouro mas ndo
quero caminhar mais
que o necessdrio.

0

Distancia
percorrida

Figura 19: Distancia entre a partida e o pirata.

s

Inicialmente, o utilizador é convidado a conduzir um pirata até ao tesouro.
Em simultaneo, é exibida a distancia entre o ponto de partida e a posicao do
pirata, distancia essa calculada em func¢ao do nimero de quadrados percorridos
pelo pirata (Figura. O programa nao deixa avancar por um caminho mais
comprido do que o necessario (Figura.

0 pirota podia ter chegade oo
tasours por um caminho mais
curta.

T

3

Figura 20: Obrigatoriedade do caminho mais curto.

No segundo nivel, pretende-se determinar a distancia do pirata ao tesouro

(Figura [21)).

Jornal das Primeiras Matematicas, N.© 5, pp. 3-22
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" Caca ao tesouro

A que distdncia me
encontro do tesouro?

Clica aqui para
responderes.

Figura 21: Qual é a distancia ao tesouro?

No terceiro nivel, sao fixados um quadrado e uma distancia n, sendo o utilizador
convidado a indicar as estrelas que se encontram a distancia n do quadrado

(Figura 22).

Caga ao tesouro

Caca ao tesouro.

Ajuda-me a
encontrar as esfrelas
perdidas.

K<) (=] +]

Figura 22: Onde estao as estrelas?

Os restantes niveis sdo dedicados a caga ao tesouro propriamente dita. A titulo

Jornal das Primeiras Mateméticas, N.© 5, pp. 3-22



16 O PROGRAMA ATRMINI

de exemplo, no caso ilustrado na Figura procura-se o unico quadrado que se
encontra simultaneamente a distancia 3, 3 e 4, respetivamente, dos quadrados
com numeros a rosa, azul e amarelo.

Caga ao tesoura
Caga do tesouro
Versao,0/05, - Copyright o) Ass

Ajuda-me a
encontrar o tesouro.

e
A

40

(<> ]>]> -]

Figura 23: Onde esta o tesouro?

6 Fracoes de chocolate

Figura 24: Fragoes de chocolate.

O Atractor concebeu o jogo “Fragbes de chocolate”para introduzir, de forma
ladica, a escrita de nimeros nas formas de fracao, percentagem e decimal.

Jornal das Primeiras Matematicas, N.© 5, pp. 3-22
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Fraccdes de chocolate

Objectivo:

Em baixo indica o né total de fatias
e em cima o das que tém chocolate.

[>I>> [

Figura 25: Significado de uma fragao: exemplo com fatias de chocolate.

No primeiro nivel, o objetivo € escrever, nao necessariamente de forma simplifi-
cada, a fracao correspondente a parte de chocolate de um bolo cortado as fatias
(Figura . A partir do segundo nivel e até ao quinto, é abordada a nocao de
equivaléncia de fragoes (Figura .

Fraccoes de chocolate

Objectivo:

Corta as fatias do bolo da esquerda
para ficar com as mesmas fatias do
da direita.

(D> (=] +]

Figura 26: Fracoes equivalentes.

A escrita dos numeros em trés formas — fracdo, decimal e percentagem — inicia-se
no sexto nivel (Figura [27).

Jornal das Primeiras Mateméticas, N.© 5, pp. 3-22
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Fracgdes de chacolate

Objectivo:

Indica a parte de bolo com
chocolate em fracgdo, fracgéio
decimal, numeral decimal e
percentagem.

Figura 27: Escrita de nimeros nas formas de fracdo, decimal e percentagem.

Os niveis finais tém como objetivo testar os conhecimentos adquiridos

(Figuras [28] e [29).
Fracgies e crocol- . A A R AR AL L] N =

Fraccbes de chocolate
Versao 0011-

gt GOMAfraCTOR

Objectivo:

Associa aos bolos as respectivas
por¢des de chocolate

Figura 28: Testando conhecimentos.

Jornal das Primeiras Matematicas, N.© 5, pp. 3-22
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Fraccoes de chocolate

IO

5 fatias 10 fatias 18 fatias

K<) =]

Figura 29: Testando conhecimentos.

Desenhar com simetria

Desenhar com simetria

Figura 30: Desenhar com simetrias.

Jornal das Primeiras Matemdticas, N.© 5, pp. 3-22
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O temética da simetria nao é esquecida, tendo o utilizador a sua disposi¢do um
“caleidoscépio” com a particularidade de nao operar apenas com reflexoes, mas
também com rotagoes, translagoes e reflexoes deslizantes. Com efeito, clicando
no simbolo da esquerda da Figura (sfmbolo que representa a iltima isometria
usada), o utilizador pode escolher a isometria pretendida. Por outro lado, &
direita desse simbolo, o utilizador pode mudar o nimero de imagens visiveis na

figura final.

Rotaao

K< 4D >[5 [+

Figura 31: Escolhendo a isometria.

Por exemplo, a partir da escolha feita na Figura [3I} mudando a cor do fundo e
arrastando imagens pré-definidas da barra lateral direita para a regiao escurecida
no centro, fazem-se desenhos como o que é exposto na Figura

Desenhar com simetria
3001054 Copyright ) Associaco Afracto

K<) [

Figura 32: Exemplo de desenho.

Jornal das Primeiras Matematicas, N.© 5, pp. 3-22
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Também se podem gerar outras imagens utilizando figuras importadas, recor-
rendo a lupa no canto inferior direito (Figura. Observa-se que, clicando no
sfmbolo com a diskette, o utilizador pode gravar os seus desenhos.

Desenhar com simetria

Desenhar com simetria

K<<l 1> ] [=ote] +]

Figura 33: Desenhos com figuras do utilizador.

8 Notas finais

O AtrMini é um programa em versao beta. Se detetar bugs, ou tiver relatos de
experiéncias com alunos usando este programa, por favor contacte o Atractor
(enderego no inicio do artigo). Se julga ter sugestoes interessantes para criagao
de novos jogos ou contetidos para o AtrMini, por favor informe o Atractor. Esté
previsto langamento para breve de uma versdo do AtrMini para tablets. Se
estiver interessado em ser informado deste lancamento ou de outras novidades
do Atractor, subscreva a |Newsletter| [3].

Jornal das Primeiras Matemdticas, N.© 5, pp. 3-22
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Resumo: O nosso sistema numérico é um sistema posicional e de base dez.
E posicional porque o wvalor dos simbolos depende da posi¢cdo que ocupam.
E de base dez por serem necessdrias dez unidades de ordem inferior para com-
por uma de ordem imediatamente superior. Embora consideremos este sistema
simples e natural quando o utilizamos no dia a dia, nao nos devemos esquecer
de como € sofisticado e engenhoso. A humanidade demorou muito a ter um
sistema numérico como o que utilizamos presentemente. Houve mesmo €pocas
em que cwilizagoes avancgadas utilizavam diferentes sistemas em simultaneo.
Alguns consideravelmente piores do que o atual. Por isso, nao podemos almejar
que uma crianca em idade pré-escolar possa compreender totalmente o sistema
decimal. De facto, a temdtica das ordens numéricas e, em particular, a da ordem
das dezenas, € consideravelmente delicada. Neste artigo, exploraremos algumas
formas de abordar o conceito de ordem das dezenas junto de criancas a partir
dos cinco anos de idade. As ideias apresentadas sao inspiradas no Singapore
Math, método utilizado para o ensino da matemdtica inicial em Singapura, um
exemplo bem-sucedido da abordagem “concreto—pictérico—abstmto’E|.

Palavras-chave: abordagem “concreto-pictérico-abstrato”, educagao pré-escolar,
ordem das dezenas, ordens numéricas, sistema decimal.

1 Introducao

H4 17 300 anos, a famosa gruta de Lascaux em Franga (Figura|l]) era um local
que concentrava o melhor que a humanidade fazia, tanto a nivel artistico como
cientifico. Para melhor perceber a ideia, imagine o leitor que tinha na parede da

IEste trabalho é uma versdo revista e ampliada dos artigos [I5] [16].

Jornal das Primeiras Matemdticas, N.© 5, pp. 23-39
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sua casa lindas pinturas de Picasso lado a lado com as mais avancadas férmulas
matematicas. A beleza do veado fala por si, mas o que sao os treze pequenos
circulos seguidos de um quadrado vazio? A resposta é comum em vérios objetos
arqueolégicos: catorze é sensivelmente metade de um ciclo lunar e o quadrado
vazio simboliza provavelmente a Lua Nova [I]. Este tipo de informagcéo era
ciéncia de ponta ha mais de quinze mil anos.

Figura 1: Gruta de Lascaux.

Apresentamos este exemplo para introduzir o tema que propomos abordar: a
ordem das dezenasﬂ Repare o leitor como somos mais sofisticados hoje em dia;
em vez de desenharmos 13 pequenos circulos escrevemos um “1” e um “3”, em
que “1” representa uma dezena em vez de uma unidade. Esta sofisticada notagao
numérica nao apareceu de um dia para o outro, pelo contrério, sofreu um longo
periodo de gestacao. O importante conceito moderno de ordem numéricaEl é
muito subtil, tendo enorme influéncia na forma como fazemos os nossos calculos
matematicos.

A representagdo exposta em Lascaux ainda ndo apresenta duas ideias funda-
mentais do nosso sistema de numeragido moderno: o agrupamento (que origina
o conceito de base de numeragao) e a posicdo. Os antigos egipcios j& apresen-
tavam agrupamentos no seu sistema numeérico. Tal como na gruta, o nimero 1
era representado de forma simples por

e o numero 4 por

2Em bom rigor, podia dizer-se “ordens numéricas”, na medida em que o mecanismo asso-
ciado & compreensao da ordem das dezenas é idéntico ao associado & ordem das centenas, dos
milhares, ...

3 Place Value, em inglés.

Jornal das Primeiras Matemdticas, N.© 5, pp. 23-39
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No entanto, um agrupamento de dez unidades ja era representado por ﬂ, um
de dez dezenas por 97 um de dez centenas por { e assim sucessivamente. Os
egipcios agrupavam dez unidades de ordem inferior numa de ordem superior.
Fazendo isso, criaram a ideia de base 10 para a concegao de varios tipos de
unidade de magnitude diferente. No entanto, o sistema egipcio diferia do nosso
por um motivo muitissimo relevante; a posi¢cdo dos simbolos nao era assim tao
importante. Sendo Dceme NN vinte, nao havia nenhuma diferenca substancial
em representar cento e vinte por 2NN ou por NN9.

O sistema romano era ligeiramente mais sofisticado. Neste sistema, temos os
simbolos 1 - 1; v - 5, x - 10, L - 50, ¢ - 100, D - 500 e M - 1000. Na versao
mais conhecidaﬂ os simbolos Vv, L e D nao podiam aparecer mais de uma vez e
os simbolos I, X, C e M podiam aparecer no maximo trés vezes seguidas. Valia
também o principio subtrativo que estipulava que um simbolo de ordem inferior
a esquerda de um de ordem superior devia ser subtraido (por exemplo, IX= Q)H
Além disso, a escrita dos nimeros funcionava por ordens numéricas tal como o
nosso. Quer esta ultima regra dizer que um nimero como 999 nao se escrevia
IM, mas sim, CM XC IX, exibindo sequencialmente as ordens das unidades, de-
zenas, centenas, etc. No sistema romano, um simbolo tinha sempre o mesmo
valor, que nao dependia da sua posicao. Embora exibindo a base dez, o sistema
ainda nao era posicional, o que originava a necessidade de constante renovagao
de simbolos. Nao era possivel representar, por exemplo, 100 210 566 753 em
numeracgao romana sem recurso a novos simbolos ou convengdes.

O sistema babilénico trouxe a enorme inovacao posicional. De uma forma se-
melhante ao que se vé na gruta, o nimero um era representado por

Y

e o numero 4 por

L

Estes tragos eram éptimos para serem feitos de forma expedita com uma cunha
sobre argila. Tal como no caso dos egipcios, a ideia de agrupamento estava
presente. O dez tinha um simbolo préprio:

(

No entanto, com os babilénios, surgiu uma espantosa novidade. Os simbolos ja
valiam conforme a posi¢ao ocupada, nao tendo um valor estatico. Repare-se no
nosso sistema: quando escrevemos 1234, o simbolo “1” vale mil, mas quando
escrevemos 213, o simbolo “1” vale dez. O seu valor depende da posigao. A
primeira ordem é a das unidades, sendo 10 unidades uma dezena; a segunda
ordem é a das dezenas, sendo 10 dezenas uma centena; a terceira ordem é
a das centenas, etc. Os babilénios tiverem uma ideia muito semelhante com
um factor multiplicativo diferente, em vez de 10, utilizavam o 60 para o salto

4Houve mais do que uma versio do sistema de numeracéo romano.
5Ao aparecer o conceito de lateralidade esquerda-direita, esta regra consistia ji uma pri-
meira ideia posicional.
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de magnitude: A primeira ordem era a das unidades, sendo 60 unidades “um
sessenta”; a segunda ordem era a dos sessentas, sendo 60 sessentas “um trés mil
e seiscentos”; a terceira ordem era a dos trés mil e seiscentos, etc. Por exemplo,
o nimero “3 sessentas e 14 unidades” (194 = 3 x 60 + 14, no nosso sistema de
numeragao) era representado da seguinte forma:

m <@

O leitor atento pode fazer uma pergunta fundamental: como diferenciavam os
babilénios, por exemplo, 3 unidades de 3 sessentas? Basicamente, pelo con-
texto. Isto porque os babilénios ainda nao utilizavam o zero. No nosso sistema,
distinguimos 3 unidades de 3 dezenas com uma engenhosa utilizagao do zero.
Por exemplo, quando escrevemos 30, o simbolo “0”, mais do que representar
zero unidades, indica que o simbolo “3” ocupa a casa das dezenas. O sistema
babilénico era quase tao bom como o nosso, diferenciando-se apenas nesse im-
portante pormenor. O zero acabou por ser introduzido numa fase posterior da
histéria do sistema de numeracao babilénico, sendo representado por duas cu-
nhas inclinadas:
A

Um caso verdadeiramente notavel de um sistema de numeracao antigo tao eficaz
e engenhoso como o nosso é o sistema maia. O niimero um era representado por

e 0 nimero 4 por

Estes simbolos eram gravados na pedra. Tal como no caso dos egipcios e dos
babilénios, a ideia de agrupamento estava presente. O cinco tinha um simbolo
préprio:

Os maias, de forma totalmente independente, tiverem a mesma ideia dos ba-
bilénios ao criar um sistema de natureza posicional, mas com um factor multipli-
cativo diferente. Em vez de 10 ou 60, utilizavam o 20 para o salto de magnitude:
a primeira ordem era a das unidades, sendo 20 unidades “uma vintena”; a se-
gunda ordem era a das vintenas, sendo 20 vintenas “um quatrocentos”; a terceira
ordem era a dos quatrocentos, etc. No entanto, o sistema de numeracao desta
civilizacao pré-colombiana destacou-se por utilizar o zero como um marca-lu-
gar (uma concha). Através desse sofisticado pormenor, o sistema maia ji nao
precisava de distingoes contextuais. Por exemplo, escrito de cima para baixo, o
nimero “9 quatrocentos, 0 vintenas e 11 unidades” (3611 = 9x400+0x 20+ 11,
no nosso sistema atual de numeragao) era representado da seguinte forma:

I- 6 |
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Com esta inovagao resultante da utilizacdo do zero como um marca-lugar, ji
nao havia problema de confusdo do nimero anterior com o nimero “9 vintenas
e 11 unidades” (191 = 9 x 20 + 11, no nosso sistema de numeragao), que era
representado por:

2000

Todos estes desenvolvimentos, além de engenhosos, estao recheados de razoes
ligadas a aspetos naturais, anatémicos, aritméticos, etc. Os ntimeros 5, 10 e 20
estao naturalmente relacionados com a quantidade de dedos que temos nas maos
e nos pés. O nimero 60 tem uma justificagdo aritmética. Nas feiras, a duzia é
muito utilizada por ser o nimero natural mais pequeno que pode ser dividido
por 2, 3 e 4. Sendo assim, se trés amigos comprarem uma dizia de ovos, podem
dividi-la entre si. O mesmo se forem 2, 4 ou 6 amigos, para nao mencionar os
extremos 1 e 12. O ntmero 60 também tem muitos divisores, sendo o menor
nimero natural que pode ser dividido por 2, 3, 4, 5 e 6. Esse facto é benéfico
para o quotidiano. Por exemplo, nés dividimos a hora em 60 minutos, o que faz
com que meia hora, um ter¢o de hora, um quarto de hora, um quinto de hora
e um sexto de hora correspondam a um ntumero certo de minutos. Para nao
falar dos restantes divisores de 60. O 360 é o menor ntimero natural a poder
ser dividido por todos os naturais da primeira dezena, a excecao do 7. Por
isso 0 usamos nas medicoes de amplitudes. Para nao falar que esta préximo da
duragdo de um ano solar. Ao leitor interessado nos desenvolvimentos historicos
dos sistemas numéricos aconselhamos a obra em portugués [7].

O sistema que temos, e que damos como certo e simples, é o resultado do
fantastico engenho humano. Por exemplo, quando escrevemos o numeral re-
lativo ao numero treze, “13”, estamos na realidade a utilizar uma numeragao
mista. Isso acontece porque, como vimos, o nosso sistema de numeragao é po-
sicional e os simbolos valem conforme a posicao que ocupam. Neste caso, em
relagao a 13, 1 vale uma dezena e 3 vale trés unidades. Treze, na sua escrita
matematica atual, traduz a organizacao uma dezena mais trés unidades; dez
unidades de uma ordem numérica sao alvo de uma composi¢ao para uma uni-
dade da ordem numérica seguinte. Dez é uma escolha humana, relacionada com
o facto de termos dez dedos nas nossas maos, e é por isSo que 0 nosso sistema
se diz decimal.

Da mesma maneira que a convergéncia para a notacao posicional atual foi his-
toricamente lenta e nao foi facil, para uma crianga de 5 anos este conceito é
dificil. Se experimentar dizer que o “1” do “13” vale dez, isso nao tera qualquer
significado para a crianga, pois ela vé um “1”. O professor deve procurar desen-
volver estratégias eficazes na abordagem do sistema de numeragao decimal, que
passam inevitavelmente por ilustrar e esquematizar, seguindo uma abordagem
“concreto-pictérico-abstrato”, de que falaremos um pouco mais a frente.

Também é curioso verificar que temos um problema linguistico de articulagao
com a notacao matematica, de natureza posicional. Por exemplo, em portugués,
as palavras“onze”, “doze”, “treze”, “catorze”, “quinze”, “vinte”, entre outras,
nao tém grande significado do ponto de vista das ordens numéricas. A palavra
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“dezasseis” ja traduz a ideia de “dez e seis”. Em inglés, também hé esse pro-
blema, por exemplo, com as palavras “eleven” ou “twelve”. Por outro lado, se
usarmos o google tradutor para ver o que se passa em chinés simplificado (caso
nao saibamos chinés!) constatamos um facto muito interessante, ilustrado na

Figura 2]

1—v1

2~ Er

3 = San

4 M si

5 H wi

67~ Lin

7t Q1

8 /\ Ba

o h, Jiu

10 + Shi

11 +— ShiyT

12 += Shier
13+ = Shisan

14 £+ 9 Shisi

()]

20 = Ershi

21 =+— Ershiyi
(-

75 -+ F Qishiwi

Figura 2: Nimeros em chinés simplificado.

Em chinés, a fala e a escrita posicional correspondem na perfeicdo! Referimo-
-nos, por exemplo, ao 14 como sendo “dez e quatro” ou ao 75 como “sete dez
e cinco”. Como na China a correspondéncia estd explicita na lingua materna,
a aprendizagem do conceito de ordem numérica fica facilitada. No interes-
santissimo capitulo 4 de [6], na secgdo The cost of speaking english, o leitor
pode ler mais sobre a andlise cientifica e as consequéncias deste facto singelo.
Outros interessantes estudos exploram comparagoes entre vérios paises [14].

Na escrita dos numerais usamos um esquema consideravelmente mais sofisticado,
imaginativo e expedito do que o que vemos na gruta de Lascaux. Além disso,
essa escrita estd uniformizada no mundo. Em relagao a lingua isso ja nao se
passa assim. Nao temos uma uniformizacao e isso tem alguns reflexos nas apren-
dizagens nos diferentes locais do mundo. Em particular, no que diz respeito ao
caso portugueés, os educadores devem estar bastante atentos a este facto. Explo-
raremos formas de passar boas mensagens relativas a esta importante questao
no universo da educagao pré-escolar e dos primeiros anos do 1.° ciclo do ensino
bésico.
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2 A importancia da representacgao

Uma ideia muito importante relativa ao ensino da matematica nos primeiros
anos diz respeito a intermediagao da passagem de tratamentos concretos para
tratamentos abstratos, através do que se pode chamar de esquemas, de acordo
com a abordagem “concreto-pictérico-abstrato” de origem em teorias constru-
tivistas do conhecimento [4]. Para se perceber melhor o que se pretende dizer,
3 morangos é algo concreto; ao contrario, o numeral “3” é abstrato na medida
em que é aplicadvel a milhares de situagoes quotidianas envolvendo essa quan-
tidade. Uma das mais admiraveis caracteristicas do ser humano é a faculdade
de conseguir pensar e manipular conceitos abstratos de uma forma desligada
da realidade. Na matematica, os niimeros e as formas sao exemplos de objetos
abstratos. Se se tratasse de 3 cruzes, estariamos perante um esquema. Quando
se propoe uma atividade a uma crianga que consiste em desenhar um nimero
de bolinhas correspondente ao nimero de carros que vé numa imagem estamos
perante uma atividade de natureza esquematica ou pictérica. Nesse sentido, o
que se vé na gruta de Lascaux diz respeito a uma fase esquemética na histéria
dos sistemas de numeragao.

Em relacao aos conjuntos representados na Figura [3] qual é o exemplo em que
é mais facil contar os objetos?

P 00000
S 00000
(9]
@ o
Co

00
0000

O

Figura 3: Organizagao versus desorganizacao.

O leitor nao terd dificuldade em concordar que é o exemplo da esquerda. A
razao para isso é simples: a representacao da quantidade j& estd préxima da
forma como organizamos o nimero 13 na sua representagdo decimal. Alids,
uma das estratégias que usualmente utilizamos para contar é a contagem or-
ganizada, que consiste em organizar os objetos de forma a facilitar a contagem
em termos visuais. Neste sentido, as representacgoes sao fundamentais nas pri-
meiras aprendizagens da ordem das dezenas. A Figura[f]ilustra alguns exemplos.

Os exemplos expostos sao retirados de [13}, 9} [T0], excelentes livros do bem cotado
ensino inicial de Singapura. Em cima, & esquerda, vemos as representacoes lado
a lado com os numerais. A crianga pode intuir o que significa realmente a
representacao numérica. Nos restantes exemplos, vemos a ideia da composi¢ao
da dezena representada através de um colar e de uma caixa. Ha uma agao
associada ao importante processo de composic¢ao (fechar um colar, encher uma
caixa). Compor a dezena é fundamentalmente dar estatuto de coisa una a um
grupo de dez objetos.
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Figura 4: Representagoes numéricas.

Na Figura [f] vemos o mesmo tipo de apresentagdo em simultaneo, ou seja,
segundo multiplas perspetivas. Repare-se nos cartoes sobrepostos (amarelo e
rosa); esta importante ideia de sobreposi¢do tem como finalidade passar a men-
sagem de que o simbolo “1” do numeral “14” vale uma dezena.

Dezenas e Unidades

Catorze

=1 dazens fundades

Figura 5: Apresentacdo em simultaneo.

A mesma ideia pode ser encontrada, por exemplo, em [I1]. Foi desse trabalho
que se retirou o exemplo da parte esquerda da Figura [} Um esquema seme-
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lhante a um tipico calendario é ilustrado na parte direita da mesma figura.

Figura 6: Mais representagoes.

Segue-se uma ideia desenvolvida por Joao Duarte, professor na Escola Basica
Integrada dos Arrifes, nos Agores (Figura E[)El

Figura 7: Um dispositivo em madeira com algarismos maoveis.

Ainda em relacdo a temédtica dos dispositivos com algarismos mdveis, apresen-
tamos outra ideia interessante [I2]. Como se pode ver na Figura [8] a simples
utilizagdo de copos de pldstico proporciona o dinamismo pretendido (deve-se
retirar as virgulas, que nos EUA sdo usadas para separar as diferentes classes
numéricas).

Figura 8: Copos com algarismos.

60 video |https : //youtu.be/dS_FSIhLvGol explica como utilizar este tipo de material.
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Neste exemplo, o material estd pensado para criancas do 1.° ciclo, no entanto,
com um pouco de imaginacao a ideia pode ser adaptada para a educacao pré-
-escolar. Para fazer essa adaptagao, deve considerar-se apenas os numeros de
10 a 19 (Figura E[), antes de se avancgar para nimeros superiores ou iguais a
20. Isto deve ser feito para respeitar uma ideia pedagdgica importante: quando
se apresenta pela primeira vez um conceito, este nao deve aparecer no ambito
de muitos casos diferentes. Deve tentar afastar-se qualquer “ruido”, ou seja,
deve tentar isolar-se o mais possivel a ideia a trabalhar. Podemos também
acrescentar algumas imagens bonitas, bem como cores. E boa préatica associar
um caracter uno a dezena: um ramo, uma arvore, uma caixa.

Figura 9: Copos com algarismos para o pré-escolar.

3 Atividades tipicas

Uma atividade muito indicada para trabalhar o conceito de ordem numérica é
a atividade Separa/Pinta 10 e diz o nimero.

D U
i { —
L s ()

G L2 = A0
o O

Figura 10: Pinta 10 e diz o numero.

Tipicamente a crianca pinta 10 objetos (no caso da Figura dez ovos para
colocar na caixa [I3]) e depois diz o nimero (olhando para a dezena composta
e para as unidades soltas que sobraram). Este tipo de atividade também pode
ser desenvolvido com objetos que a crianga possa manipular (F igura [a). E
perfeitamente possivel comecar a trabalhar desta forma com criancas de 5 anos
utilizando ntimeros entre dez e vinte.

Figura 11: Separa 10 e diz o nimero.
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Em [2], aconselha-se a utilizacdo de materiais manipuldveis estruturados, como
é o caso do material dourado ou material base 10 (Figura [12]).

q@

"How do you
know that is
H22

Figura 12: Representando um ntimero com o menor numero de pecgas possivel.

Também se podem utilizar as classicas barras Cuisenaire [5l 8] para trabalhar
este tema [B, B]. O educador vai colocando a barra laranja (10) ao lado das
outras como se ilustra na Figura A medida que faz isso, vai perguntando o
nimero que estd representado. Por exemplo, a barra laranja ao lado da branca
é o ntimero 11 (10 + 1). O educador pode ir saltitando ao longo da escada.

Figura 13: Atividade de exploragdo com as barras Cuisenaire.

O trabalho com a moldura do 10 também é uma ideia a ter em conta (Figura

]

== E

Figura 14: Atividade de exploragdo com a moldura do 10.

"Veja-se um exemplo em https://youtu.be/PGgLPEdu2EA.
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Em [3], é analisado o Base Ten Game que consiste em langar alguns dados,
contar as pintas e arrumar paus de gelado numa tabela em conformidade com
o numero de pintas. Nao se podem colocar mais do que 9 paus de gelado numa
coluna (Figura . Sempre que isso acontece, tem se se prender os grupos de
10 com um eléstico (mais uma vez o ato de compor).

Tens Units

Figura 15: Base Ten Game.

As atividades podem ser construidas com abordagens concretas e abstratas em
simultaneo. A Figura [I6] acompanhada de um breve guifo, ilustra mais um
exemplo da utilizagao de um dispositivo com algarismos moéveis.

& gg €06
Z

Figura 16: Utilizagao de um dispositivo com algarismos méveis.

Guido: Convida-se a crianca a olhar para a imagem dos peixes. Pede-se que conte 10 peixes
(em voz alta e apontando ao mesmo tempo). A crianga deverd pintar 10 peixes de vermelho.
Em seguida, convida-se a crianga a escrever o numeral correspondente (10) nas quadriculas
previamente preparadas. A crianca deverd fazer essa tarefa com uma caneta de cor vermelha.
O educador repete a informagao “10 peixes pintados de vermelho”, apontando com o dedo.
Depois, pergunta quantos peixes ndo foram pintados, pedindo para que a crianga os conte em
voz alta. A crianga deverd pintar esses peixes de azul. Pede-se & crianga para que escreva o
numeral (2) na quadricula sobreposta & quadricula do zero. A crianga deverd fazer essa tarefa
com uma caneta de cor azul. Por fim, pede-se & crianga para que conte em voz alta todos os
peixes (12). No final, chama-se a atengdo da crianga para o facto de existirem 12 peixes, 10
vermelhos e 2 azuis. Repete-se “F isso que é doze, dez mais dois”. Quando o educador diz
“Dez mais dois”, deve fazer o movimento de sobreposi¢do do 2 sobre o 0. A crianga devera

ficar com a percegao clara que o “1” do “12” é o “1” do “10”.

Jornal das Primeiras Matemdticas, N.© 5, pp. 23-39



CARLOS PEREIRA DOS SANTOS, RICARDO CUNHA TEIXEIRA 35

Quando ensinamos o que é o 12, temos que mostrar o 10 e tapar o “0” das
unidades com um “2”. Desta forma, o “1” do 10 ja nao parece tao estranho.
A crianga viu previamente o 10. As atividades em que se compée a dezena
e se utiliza um dispositivo com algarismos méveis podem ser empregues nos
mais variados contextos. Apresentamos mais um exemplo de uma atividade, da
autoria de Marylene Medeiros, aluna do Mestrado em Educacao Pré-Escolar e
Ensino do 1.2 Ciclo do Ensino Bésico, da Universidade dos Acores (Figura .

.%f,«

Figura 17: Vamos contar laranjas!

Guido: Coloque 16 laranjas na arvore. Peca a crianga para contar 10 laranjas, & medida que as
coloca dentro da grade, uma a uma, de modo a completar os dez espacos disponiveis. Pergunte
“Quantas laranjas estdo dentro da grade?” e “Quantas laranjas ainda ficaram na arvore?”.
A medida que responde, a crianga regista as suas respostas no dispositivo com algarismos
méveis. Por fim, pede-se & crianga para que conte em voz alta todas as laranjas (16). No
final, chama-se a atenc¢ao da crianga para o facto de existirem 16 laranjas, 10 dentro da grade
e 6 na arvore. Repete-se “E isso que é dezasseis, dez mais seis”. Quando o educador diz “Dez
mais seis”, deve fazer o movimento de sobreposigao do 6 sobre o 0. A crianga devera ficar com
a percegao clara que o o “1” do “16” é o “1” do “10”. Repete-se 0 mesmo procedimento para

outros nimeros.

No 1.2 ciclo do ensino bésico, as acoes de compor e decompor uma unidade de
certa ordem numérica sao as agoes mais importantes que existem. FExplicam
todos os algoritmos tradicionais e nao tradicionais. Sendo assim, muito esforco
deve ser dedicado a esta temaética, desde logo na educagao pré-escolar, com
criangas de 5 anos.

4 Relacao com a adicao e a subtracao

A partir de certa altura (5-6 anos), deverdo ser propostas tarefas de decom-
posicao. Com o objetivo de introduzir o tema, observe-se a Figura [18| retirada

de [13].

Jornal das Primeiras Matemdticas, N.© 5, pp. 23—-39



36 MATEMATICA NA EDUCAGAO PRE-ESCOLAR: A ORDEM DAS DEZENAS

Figura 18: Number bonds.

Esta é uma atividade classica de decomposigdo utilizada no método de Sin-
gapura. Sao apresentados a crianga uma imagem e um esquema todo-partes
(number bond). A crianga tem de fazer um trabalho “detetivesco” e explicar
“onde vé” a decomposi¢ao na imagem. No caso concreto, algo do género “Esta-
vam 5 animais na relva. 2 eram leoes e 3 eram leoas.”. Este tipo de atividade é
executado em grandes doses com criangas de 5 e 6 anos. O todo escolhido deve
ser inferior ou igual a 10. Pretende-se que as criangas interiorizem as decom-
posicoes aditivas em duas parcelas dos nimeros da primeira dezena.

A pergunta que se impoe relaciona-se com a importancia desta memorizacao.
Qualquer pessoa habituada a matematica pode intuir facilmente a razdo. Usando
um argumento mais técnico, que podemos encontrar por exemplo em [18], as
criancas (e os adultos!) poderdo usar o conhecimento sobre as decomposigoes
para executar calculos mais sofisticados. Imagine-se o cédlculo mental 7 + 8.
O numero 8 estd a precisar de 2 para compor a dezena. Uma vez que 7 se
pode decompor em 2 e 5, a resultado do calculo é igual a 15. Utilizou-se uma
decomposigdo do 7. Veja-se a Figura [19| respeitante a esta ideia retirada de [9].

Figura 19: Adicao mental.

Repare-se que nao houve contagem continuada (contagem pelos dedos). Este
método d& elevada importancia & memorizagao das decomposigoes da primeira
dezena e incentiva a sua utilizacao para fazer “pontes”, compondo a dezena
mais préoxima. Observe-se que decompor nao é o mesmo que adicionar. Se se
partir das partes (2 e 5) para tentar obter o todo, estamos de facto a adicionar.
O que acontece no exemplo exposto é o oposto, parte-se do todo (7) e separa-se
de forma conveniente (2 e 5) para que se possa compor a dezena.
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Além disso, qualquer uma das duas parcelas pode ser alvo de decomposigao,
como se ilustra na Figura

9 ;
b b
10+6=16 6+10=16

Figura 20: Diferentes formas de calcular 7 4 9.

Uma boa memorizagao das decomposicoes da primeira dezena auxilia obvia-
mente as adigdes. Trata-se, na pratica, de incentivar a composicao da dezena
para obter o total. A compreensao do conceito de ordem numérica é absoluta-
mente imprescindivel para este tipo de calculo mental. E nao é sé nas adicoes.
Quanto as subtragoes passa-se exatamente o mesmo. Por exemplo, para subtrair
4 de 12, pode ser feita uma “ponte” na dezena: uma vez que 12 é composto
por uma dezena e duas unidades, apds conveniente decomposicao do 4, pode
retirar-se primeiro 2 obtendo-se a dezena e depois novamente 2 obtendo-se 8

(Figura [21)).

Figura 21: Subtracao mental, por decomposi¢ao do subtrativo.

No exemplo anterior, fizemos a decomposi¢ao do 4 (subtrativo). Em alterna-
tiva, também poderfamos ter decomposto o 12 (aditivo): para tal, decompde-se
0 12 em 10 e 2 (uma dezena e duas unidades) e, em seguida, retira-se 4 a 10,
obtendo-se 6. Adiciona-se no final 6 a 2, obtendo-se 8 (Figura [22).

Figura 22: Subtracao mental, por decomposicao do aditivo.
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Este tipo de estratégia aplica-se a uma infinidade de situagoes. Perceba-se bem
0 quao préximo este esquema mental estd da atividade anteriormente descrita
Separa 10 e diz o nimero. Na dita atividade, uma quantidade apresenta-se
totalmente desarrumada e a crianca organiza-a. Num contexto de adicao, a
quantidade apresenta-se repartida por duas parcelas (por exemplo, 8 + 5) e
a crianca reorganiza-a de modo a obter a soma. Neste segundo caso, basta
“empurrar” duas unidades do 5 para o 8. Sobre a utilizacdo dos esquemas
todo-partes na educagao pré-escolar, aconselhamos [17].
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Resumo: A temdtica das fra¢des € provavelmente o assunto mais delicado no
que diz respeito ao ensino da matemdtica inicial. Por terem maltiplas aplicagoes,
contextos e sentidos, as fracoes pedem um ensino altamente especializado e es-
merado. Hd que modelar de forma cuidadosa o conceito de fracao, fasear e or-
denar os nds conceptuais ao longo dos anos e dosear o cardter abstrato/concreto
dos exemplos e atividades. Muito se testou, teorizou e escreveu sobre esta
temdtica. Este trabalho consiste num resumo alargado sobre o ensino das fracdes,
documentado em literatura especializada e ilustrado através de exemplos concre-
tos retirados de manuais do Singapore Math, um dos mais cotados métodos de
ensino do mundo.

Palavras-chave: Dizimas, escalas, fracoes, fragoes equivalentes, numerais mis-
tos, nimeros racionais, operagoes aritméticas, percentagens, proporcoes, razoes,
regra de trés simples, resolucao de problemas, Singapore Math.

1 Introducao

Em [I], o matemadtico israelita Ron Aharoni cita um texto do séc.Xv para argu-
mentar que as fragoes ja foram matéria do ensino superior. Independentemente
da discussao histérica sobre o assunto, o autor quis passar a mensagem de que
a temdtica das fragoes é consideravelmente sofisticada. De facto, esta tematica
constitui um dos assuntos mais melindrosos no que diz respeito ao ensino da
matematica inicial. Uma das razoes para tal é a necessidade constante de con-
textualizacdo. Quando dizemos %, estamos frequentemente a mencionar duas
tercas partes de alguma coisa. Basta que numa mesma frase se mencionem
duas fragoes relativas a todos diferentes para se langar o caos: “% de qué?”,
“% de qué?”’. Quando dizemos “a relagao é de 2 para 3”, estamos novamente
a relacionar grandezas, nao sendo possivel perceber quais sao se dissermos ape-
nas % As fragoes sdo abstratas, sendo relativas a algo.
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Outro problema que as fragoes levantam diz respeito a algebra que envolvem.
Pensemos nos nimeros naturais N = {1,2, 3,...}. Se adicionarmos dois ntimeros
naturais, obtemos novamente um ntumero natural. No entanto, se quisermos fa-
zer uma compra de 100 euros e s6 tivermos 80, podemos propor pagar com o que

temos e ficar a dever. Como 80 — 100 = —20, utilizamos os niimeros negativos
para exprimir essa divida. Foi necessario estender o conjunto dos naturais. Pas-
samos a lidar com os ntimeros inteiros Z = {...,—-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}, pelo

que temos de aprender a operar com eles (e.g., adicionar, subtrair, multiplicar
e dividir). Imaginemos, agora, que temos um bolo e queremos dividi-lo igual-
mente com um amigo. Os numeros inteiros jd ndo chegam. A melhor forma
de descrever o que cada um recebe recebe é dizer “meio bolo”, ou seja, % bolo.
E, mais uma vez, tendo sido feita nova extensdo, precisamos de saber operar
com estes objetos a que chamamos fracdes. E um péssimo sintoma vermos os
jovens a transformar o elegante objeto %, a melhor forma de referir metade,
em 0,5. Isto porque 0,5 é apenas mais uma forma de referir cinco décimos,
ou seja, 1—50. Transformou-se algo minimalista e irredutivel numa representacao
menos elegante da mesma quantidade. Este sintoma revela que o jovem nao
estd a vontade com as fragoes, tendo tendéncia para pensar em termos de repre-
sentacoes decimais. Na maioria dos casos, nao é esse o procedimento certeiro.
Nao devemos fugir da algebra que as fragoes envolvem, mas sim aprendé-la. E
a nossa cultura matemadtica aumenta de forma muito vincada ao fazer isso.

Segundo David Sousa, autor do livro How the brain learns Mathematics [14],
estudos realizados no ambito das Neurociéncias Cognitivas tém revelado resul-
tados intrigantes, que apontam para a existéncia de uma reta numérica mental
que nos ajuda a comparar numeros, sendo que a rapidez com que comparamos
dois numeros depende nao sé da distancia entre eles como também da sua ordem
de grandeza (ver Figura . E, portanto, mais rapido decidir que 73 > 34 do
que 73 > 72 e que 3 > 2 do que 73 > 72.

A

. t £ b 4 AN

1 10 20 30 40 50 6070 80 90

Figura 1: Reta numérica mental.

Qual a importancia desta descoberta? Percebemos que a reta numérica mental
oferece uma intuicao limitada sobre os niimeros, estando apenas contemplados os
nimeros naturais. Este facto pode explicar a falta de intuicdo quando lidamos,
por exemplo, com numeros negativos e com fragoes, que nao correspondem a
qualquer categoria natural no nosso cérebro. Para os compreender, é necessario
construir modelos mentais adequados.

Os primeiros contactos com as fracoes sucedem normalmente com 6 ou 7 anos
de idade. A partir dai, o seu tratamento deve ser cuidadosamente faseado.
Isto porque um dos motivos para a tematica ser melindrosa é o facto de as
fragGes encerrarem multiplas utilizagoes e contextualizagdes. Uma pequena lista
ordenada é a seguinte:
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1. O que é uma fracdo? Fracdo como relacido todo-partes.
2. Representacoes distintas da mesma quantidade. Fragoes equivalentes.
3. Mesma natureza e mesmo denominador. Adig¢do e subtracdo de fragoes.
4. Fragdo como multiplicador e multiplicando. O que é a multiplicagdo de frages?
5. Medir e repartir. Nocdo de inverso e divisdo de fragoes.
6. Quantas unidades hd numa fragdo? Numeragido mista.
7. Como se relacionam as fracées com o sistema de numeragao decimal?
8. Relacionar dois valores de uma mesma grandeza. Fragao como razao.
9. Fracao para relacionar grandezas diferentes.
10. Igualdade de relagoes. Fragoes ao servigo das proporgoes e regra de trés simples.
11. Como se relacionam as fracées com as percentagens?
12. Como se relacionam as fragoes com as escalas?

13. Resolugao de problemas envolvendo fragGes.

Discutiremos os diferentes topicos desta lista em dois textos separados. No
entanto, estes contetdos devem ser encarados de forma sequencial e articulada.
Uma boa revisdo da literatura sobre o tema das fragdes pode ser encontrada

em [4].

2 O que é uma fracao?
Fracao como relacao todo-partes

Tal como a generalidade das representacoes numeéricas, as fragoes tém multiplos
sentidos e aplicagoes. No entanto, a sua utilizacao para indicar um certo nimero
de partes iguais, provenientes da divisao de um dado todo, deve ser o primeiro
sentido a ser abordado. A nogao de todo ou unidadd] é central para uma boa
compreensao do conceito de fracao e traz, a si associada, a ideia fundamental
de representagdo ([3] constitui uma boa referéncia complementar). A primeira
mensagem sobre frages a transmitir a uma crianca estd ilustrada na Figura

1
1 do quadrado esth colorido

1, . .
i € 1 de 4 partes iguais,

Figura 2: O que é uma fragao? [§]

L Ao contrério de outros autores, optamos prioritariamente por “todo” em vez de “unidade”
para podermos utilizar o termo “unidade” noutros contextos. Por exemplo, % representa uma
quantidade expressa em quintos. O “quinto”, por si sé, pode ser encarado como sendo a
unidade em que a fracao estd expressa.
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Uma fragao interpretada no sentido da relacao todo-partes encerra em si duas
informacoes:

m Em quantas partes iguais é dividido o todo (denominador);
m Quantas dessas partes constituem a quantidade em causa (numerador).

O nuimero de partes iguais em que o todo é dividido traduz a natureza da unidade
em que a fracdo é expressa: podem ser meios, podem ser tercos, podem ser
quartos, etc. Na medida em que é algo qualitativo, precisa de ser denominado
(meios, tergos, ... ). Daf o nome “denominador” — denomina uma natureza. Por
outro lado, ao estipularmos a quantidade de meios, tergos, ..., estamos perante
um juizo quantitativo. Dai o “numerador” indicar quantas partes temos. Esta
mensagem deve ser transmitida as criancas da forma mais eficaz possivel. Os
papéis do numerador e do denominador devem ser desvendados através de frases
simples como, por exemplo, a que se segue:

“2 530 2 de 5 partes iguais que formam o todo.”

Numa frase como esta estd tudo dito. Em quantas partes iguais se divide o
todo? Cinco. Quantas dessas partes temos? Duas. Eis o denominador e o
numerador.

Neste processo inicial, hd um conceito importante a ser desmistificado: a forma
do todo ou das partes nao é relevante. O que é relevante é haver um todo e este
ser dividido em partes iguais. Por isso, é importante explorar o tema segundo
multiplas perspetivas. Na Figura[3]temos dois todos diferentes: um deles é uma
pizza, o outro é um quadrado. Nao é por essa diferenca que % deixa de estar
representado em ambos os exemplos. Nas duas situagoes apresentadas, quer a

pizza como o quadrado foram divididos em duas partes iguais.

¢ | de 2 partes iguais.

Lo =

Figura 3: Todos diferentes [g].

Na Figura [4] temos dois exemplos relativos a um todo idéntico (um quadrado).
Em ambos esta representado i, mas com formas diferentes. Facilmente se intui
que nao ¢ a forma das partes que interessa. Sao quatro partes, sao iguais e
juntas formam o todo; isso sim, interessa.
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A

1, R
C i & 1 de 4 partesiguals. )

'5. /

Figura 4: Partes diferentes [§].

Estas ideias sobre numerador e denominador sao simples, mas nao deixam de
ser fundamentais. Deve haver alguma pratica associada, tal como se ilustra na

Figura 5]

Que fracdo destas formas geométricas estd colorida?

(b)

(c) {d)

Figura 5: Exemplos variados [§].

Também sao aconselhaveis alguns exercicios que obriguem as criangas a pensar
se as partes s@o ou nao sao iguais. Por exemplo, relativamente & alinea (a) da
Figura[f] a crianca deverd responder “O todo foi dividido em duas partes, mas
as partes nao sao iguais. A zona azul é muito menor do que a branca, pelo que

nao corresponde a %.”.
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. 1
Que figuras mostram = 7

2

(2) (b) (c) (d)

Figura 6: Partes iguais ou desiguais? [§]

E de realcar também a importancia de se explorar o tema das fracoes seguindo
a abordagem Concreto>Pictérico>Abstrato (CPA), que remonta aos trabalhos
do psicélogo americano Jerome Bruner [B]. Nos primeiros anos de escolari-
dade, todos os temas devem ser introduzidos partindo do concreto. Nesse sen-
tido, é importante utilizar objetos do dia a dia ou fotografias desses objetos
(e.g., pizzas, bolos, tabletes de chocolate, ...). A utilizacdo de materiais ma-
nipuldveis também é recomenddvel, desde as barras Cuisenaire (Figura E[) aos
blocos padrao (Figura, passando por simples legos (Figura E[)

|
1/6 |1/6 1/6 1/6 1/6 | 1/6

S ———

Figura 7: Explorar as fra¢oes com as barras Cuisenaire [11].

Figura 8: Explorar as fragoes com os blocos padrao [6].

O aluno deve perceber que a matemética pode ser usada para interagir com o
meio que o rodeia e para resolver problemas da vida real. Por seu turno, os
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Part

Figura 9: Explorar as fracoes com legos [12] [16].

exemplos pictéricos constituem representacoes de materiais concretos que aju-
dam os alunos a visualizarem conceitos matemdticos (e.g., um circulo dividido
em partes iguais, um retangulo dividido em partes iguais, ...). J4 no Ambito
do abstrato, o trabalho formal com os simbolos permite mostrar aos alunos que
existe uma maneira mais rdpida e eficaz de representar um determinado conceito
(e.g., %7 %, ...). O significado de cada simbolo deve estar firmemente enraizado
em experiéncias com objetos reais. A passagem do concreto ao abstrato pode
ser consideravelmente delicada para a crianga. Trata-se de todo um caminho a

ser percorrido de forma faseada, passo a passo.

Como ja exemplificamos, as partes que compdem o todo nao tém que ser obri-
gatoriamente sectores circulares de um circulo. Mas podemos ir mais longe de
modo a trabalhar o tema das fragoes segundo multiplas perspetivas. David
Sousa [14] apresenta um exemplo que nao se baseia nos tradicionais modelos
geométricos. A ideia passa por propor uma caga ao tesouro, que se baseia na
descoberta de palavras-chave que conduzem ao tesouro. Por exemplo, supondo
que o tesouro estd escondido perto da cadeira do professor, a palavra CADEIRA
pode ser descoberta ao resolver o seguinte enigma: “Para descobrires a palavra
secreta, g)recisas dos primeiros % de cAsA, dos primeiros % de DEITAR e dos

ultimos £ de TERCEIRA”. Este exemplo tem a vantagem de também se poder

trabalhar a divisao silabica.

Nesta fase inicial de aprendizagem, duas ideias adicionais podem ser tratadas:
comparagoes simples e o ato de completar o todo. Uma das comparagoes sim-
ples é bastante direta, dizendo respeito a naturezas idénticas. O que é maior
% ou %? Estando ambas as fragbes expressas na mesma natureza (sétimos),
evidentemente que quatro é maior do que trés. A comparacdo simples mais

interessante nao é tao direta e estd expressa na Figura

Jornal das Primeiras Mateméticas, N.© 5, pp. 41-74



48 FRAGOES (PARTE I)

1 1
O que é maior 1% 7
5

Figura 10: Comparagoes [§].

Neste caso, a natureza ¢é distinta (no exemplo, um quarto e um quinto). E a
comparacao pode parecer paradoxal a uma crianga, uma vez que 5 é maior do
que 4, mas % é menor do que %. Com uma situagao concreta, o conceito pode
ser clarificado: “Tendo dois bolos iguais, um para ser dividido igualmente por
quatro amigos e o outro para ser dividido igualmente por cinco amigos, em qual
dos grupos se come mais, no primeiro ou no segundo?” Para captar a atencao da
crianga para uma determinada tarefa matematica deve-se procurar uma ligagao
emocional com o tema a explorar. Nao s6 conseguimos captar a sua atengao
como também estimulamos a crianca a aplicar a matematica em situagoes con-
cretas do dia a dia. As abordagens “Hoje vamos estudar fragbes.” e “Vamos
dividir esta pizza! Preferem i ou % da pizza?” s@ao completamente distintas.
Segundo David Sousa [I4], se um professor ndo conseguir responder & pergunta
“Por que razao precisamos de saber isto?”, de uma maneira que faca sentido e
tenha significado para os seus alunos, entao terda que repensar necessariamente

aquilo que estd a ensinar.

O ato de completar o todo também deve ser incentivado nesta primeira fase.
Pense o leitor quantas vezes na vida teve um raciocinio do tipo “Ja tenho trés
quartos do pretendido; ainda falta o outro quarto.”. A Figura ilustra esse
tipo de pensamento.

fazem o todo.

Figura 11: Completar o todo [§].
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Exercicios envolvendo sombreados e pinturas podem ser propostos de forma gra-
dual. Em relagao a cada um dos trés casos da Figura a crianga é convidada
a descobrir que fracao do todo corresponde a parte sombreada. Nestes casos, a
tarefa ja nao é de todo evidente. Isso porque ja nao hd uma correspondéncia
direta entre o sombreado e um nimero de partes iguais que subdividem o todo.

7T\
/o

bt

| ‘/ i [T

Figura 12: Exercicios mais sofisticados.

Por exemplo, considerando o caso da esquerda, a chave consiste em perceber que,
na coluna do meio, a zona sombreada corresponde a um quadrado, na medida
em que dois quadrados sao divididos em duas partes iguais. Sendo assim, se
usarmos meio quadrado para dividir o retdngulo completo em doze partes iguais,
0 que se tem é %.

3 Representacoes distintas da mesma quantidade.
Fracoes equivalentes

Antes de tratar da dlgebra relacionada com as fracgoes (adigao, subtracao, multi-
plicagdo e divisdo), é imprescindivel abordar a nogao de equivaléncia de fragoes
([18], para mais informacao). A Figura [13|ilustra o conceito.

Dobra uma tira de papel em 2 partes iguais.
Pinta uma das partes.

1 ;0 ;
= da tira fica pintado.
Dobra novamente,

LT

%da tira ficam pintados.
4

Daobra navamente.

- e T -~

: da tira ficam pintados.

Figura 13: Fragoes equivalentes [9].

A dobragem da tira de papel expoe um facto simples: a mesma porgao de fita
pode ser representada através de formas diferentes (%, %, %, ...). A multiplici-
dade de representacoes para uma mesma quantidade baseia-se na mudanga do

nimero de partes iguais em que se subdivide o todo. Observe-se a Figura
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A esquerda, um bolo tem cinco fatias: quatro com cobertura de chocolate e
uma com cobertura de baunilha. Naturalmente, a fracao de bolo coberto com
chocolate é %. A direita, esta representado exatamente o mesmo bolo. Nesta se-
gunda imagem, todas as fatias foram cortadas, ficando divididas em duas iguais.
Passou a haver dez fatias em vez de cinco. Observando a imagem da direita, a
fracao de bolo coberto com chocolate é bem descrita por 1%. E claro que a quan-

tidade de bolo coberta com chocolate € exatamente a mesma, consequentemente,
4 _
£ =

»—Aloo

18 fatias

Figura 14: Fragoes equivalentes [2].

Analisando a situacdo do ponto de vista algébrico, a passagem de % para 1%
obtém-se multiplicando o numerador e o denominador da primeira fracao pelo
mesmo valor, neste caso, 2. A multiplicagdo do denominador por 2 acontece
porque passamos a ter o dobro das fatias, ou seja, o nimero de partes iguais
duplica. Por outro lado, a multiplicacao do numerador por 2 sucede porque a
quantidade de fatias cobertas com chocolate também passa a ser o dobro. Todas
as fatias passam a ser mais finas exatamente da mesma maneira, em particular,

as de chocolate. Pode ver-se uma ilustracao dinamica do conceito na Figura

N =
N =

K<l I> ] =T+

Figura 15: Fragoes equivalentes: uma ilustracao dinamica.
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Nas primeiras aprendizagens sobre fracoes, é fundamental trabalhar o tema
segundo multiplas perspetivas. Em particular, é importante diversificar a na-
tureza do todo. Se estipularmos que uma moeda de 1 euro é o todo temos o
seguinte:

a moeda de 50 céntimos é

euro — sao precisas 2 para obter o todo;

- a moeda de 20 céntimos é

(ST ST

euro — sao precisas b para obter o todo;

- a moeda de 10 céntimos é % euro — sao precisas 10 para obter o todo;

- a moeda de 5 céntimos é % euro — sao precisas 20 para obter o todo;

- a moeda de 2 céntimos é % euro — sao precisas 50 para obter o todo;

a moeda de 1 céntimo é ﬁ euro — sao precisas 100 para obter o todo.

A Figura[I6)ilustra a equivaléncia de fragoes com recurso ao sistema monetdario.
Este tipo de exemplo é especialmente interessante, na medida em que uma
mesma quantia pode ser organizada através de trocos de maior ou menor valor.
Na realidade, é exatamente essa a alma do conceito: uma mesma quantidade
pode ser expressa com recurso a submultiplos da unidade, maiores ou menores.

KD >[5 = ie] +

Figura 16: Fragoes equivalentes: uma ilustragao monetaria.

A equivaléncia de fragbes corresponde a simples divisdo ou multiplicagdo do nu-
merador e do denominador por um mesmo numero diferente de zero. Devem
ser propostos exercicios relacionados, tal como se mostra nas Figuras[17] e

Todas as fragoes podem ser expressas através de uma representacao irredutivel
em que o numerador e o denominador nao podem ser divididos por um mesmo
numero natural diferente de 1 (o numerador e o denominador dizem-se primos
entre si). Exemplos de fragdes irredutiveis sao %, %, %, etc. Fracoes redutiveis
como % podem ser trasformadas numa fracao irredutivel num tinico passo di-
vidindo numerador e denominador pelo maior nimero natural possivel que o
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Para encontrar uma frag3o equivalente
multiplica a numerador e o denominador
pela mesma niimera diferente de zera.

s 2\ .

e B

=2

e =

Figura 17: Fragoes equivalentes: ampliacdo do denominador [§].

Para encontrar uma fracdo equivalente
divide o numerador e o denominador
pelo mesmo nimero diferente de zero.

Figura 18: Fragoes equivalentes: reducao do denominador [9].

permita (diz-se mdzimo divisor comum). Como o méaximo divisor comum de
24 e 36 é o 12, pode dividir-se o numerador e o denominador de % por 12,
obtendo-se a fracao irredutivel %

E perfeitamente possivel tratar a equivaléncia de fragdes antes de abordar a
questao das fragoes irredutiveis, maximo divisor comum de dois nimeros, etc.
O cotadissimo método de ensino da matematica inicial utilizado em Singapura,
Singapore Math, é um exemplo desta abordagem. Embora tratando a tematica
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junto de criangas do terceiro ano de escolaridade (8 anos de idade) através de
esquemas e exercicios como os das Figuras|L7] e opta por nao aprofundar o
assunto da irredutibilidade de fragoes na sua globalidade logo nessa fase. No
entanto, importa frisar que exercicios como

podem e devem ser propostos. Estes casos sdo mais dificeis, uma vez que nao

hd um factor multiplicativo inteiro que permita passar de % para % (ndo ha

nenhum natural que multiplicado por 6 resulte em 9). No entanto, % éigual a %
(+2) e 5 éigual a 3 (x3). Esta andlise estd ao alcance de criangas do terceiro

ano de escolaridade.

4 Mesma natureza e mesmo denominador.

Adicao e subtracao de fracoes

Imagine o leitor que pergunta a uma crianca de 5/6 anos “Quanto é trés gatos
mais duas rosas?”. Mesmo que a resposta seja cinco, hé claramente um problema
de légica. A pergunta seguinte pode ser “Cinco qué?”. Naturalmente que nao
sao nem cinco gatos nem cinco rosas. Quanto muito, seriam cinco seres vivos,
na medida em que tanto os gatos como as rosas sao seres vivos. Ha uma espécie
de lei fundamental nas adicoes e nas subtracoes que é a necessidade de uma
natureza comum para os objetos a contar de modo a que estas operacoes tenham
légica e facam sentido. Considere-se, na Figura um exemplo que pode ser
trabalhado ainda no contexto da educagao pré-escolar. E solicitada uma histéria
a uma crianga, para ser usada ao servigo da aprendizagem da adi¢ao. Algo do
tipo: “Estavam 7 formigas a comer um queijo. Chegaram mais 2 formigas. No
final, ficaram 9 formigas a comer o queijo”’. Repare-se que os trés niimeros da
igualdade 7+2 =9, 07, 0 2 e 0 9, correspondem a quantidades de formigas.
Tudo sao formigas, a natureza comum dos objetos neste exemplo é evidente.

Figura 19: Uma adigao simples.

Considere-se, agora, a Figura E solicitada & crianca uma frase que asso-
cie a imagem & igualdade 2 + 3 =7 (a utilizacdo de exercicios figura+ezpressio
matemdtica, envolvendo uma figura e uma expressao matematica é uma ima-
gem de marca do Singapore Math). Neste exemplo, a crianga tem de combi-
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nar os objetos. Ou seja, é deixada a crianca a tarefa de encontrar uma na-
tureza comum para os objetos a contar de modo a que a frase tenha légica.
Neste exemplo, a escolha pode recair sobre o facto de ambos serem frutos:
“Temos 2 magas e 3 laranjas. Quantos frutos temos no total?”. Debates sobre
a natureza comum que os objetos devem ter de modo a que as adigoes e sub-
tragoes facam sentido sdo um daqueles pormenores importantes no ambito das
boas praticas didaticas. Isto porque o assunto é a alma da adigao e subtragao
de fragoes, do famoso “virgula debaixo de virgula”, da manipulagao algébrica de
expressoes com incognitas, entre outros exemplos. E algo absolutamente basilar
para uma boa evolugao do conhecimento matematico.

24+3="7¢

Figura 20: Combinar diferentes objetos.

Imagine que tem no bolso meio euro juntamente com vinte céntimos. E pratica
intuitiva das pessoas pensar em céntimos: “Tenho setenta céntimos”. A razao
para tal corresponde a necessidade da procura por uma natureza comum: pri-
meiro estipula-se uma natureza comum, que estabelece a unidade em que se
efetua a adi¢do e, em seguida, pensa-se na quantia tendo em conta essa unidade.
Repare-se que também se podia pensar na quantia como sendo sete décimos de
euro. Este pensamento s nao acontece na pratica porque estamos habituados
a pensar nos décimos de euro como sendo moedas de dez céntimos, ou seja,
pensamos num décimo em centésimos. Este pensamento traduz-se no céalculo:

1 20 50 20 70
; 1 AQ] = — —_— = — —_— = —=<.
Meio euro + vinte centésimos de euro 2€ + 100€ 100 + 100€ 100

A determinagao de um denominador comum corresponde muito simplesmente
a encontrar uma natureza comum para os termos em causa na adi¢cao ou na
subtracao (no exemplo dado foram os centésimos).

A Figura ilustra uma primeira abordagem & adicao de fragbes junto de
criangas do 4.° ano de escolaridade. Ainda nao ha uma sistematizacao quanto ao
processo para a determinagao do denominador comum, mas sim uma ezplica¢do
sobre a necessidade dessa prdtica. O professor devera dizer frases como “Va-
mos colocar tudo em quartos para podermos adicionar. Um meio corresponde
a quantos quartos?”.
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Figura 21: Adigao de fragoes [10].
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A Figura [22| constitui um exemplo do mesmo tipo quanto & subtragao.

1 1
Subtrai 8 de 1 1 meio € igual a 4 oitavos.

l_.\ il
RS

1 l_
2 8
17
Subtrmédeg-

Figura 22: Subtragao de fragoes [10].
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Levanta-se a questao de como determinar o denominador comum de forma ex-
pedita. Por exemplo, considere o calculo % + %. H&4 um mecanismo simples que
consiste em considerar uma fragao equivalente a cada parcela da soma, utilizando
como factor multiplicativo o denominador da outra parcela. Isso fard aparecer
um denominador comum igual ao produto dos denominadores originais (neste
caso, 48).

x6 X8
3+1_18+8_26
8 6 48 48 48

NSy

%6 %8

Frequentemente, este método nao dé& origem ao menor denominador comum
possivel. Uma vez que o minimo multiplo comum de 8 e 6 é 24, a dita soma pode

ser feita com recurso a esse denominador. E claro que % e é—i sao equivalentes.
x3 x4
3 n 19 . 4 13
8 6 24 24 24

Ny

x3 w4

Tal como no caso da equivaléncia de fragoes, a tematica da adigao e subtragao
de fragdes com denominadores diferentes pode ser tratada junto de criangas a
partir do 4.° ano de escolaridade (9 anos de idade) através de esquemas, sem
aprofundar totalmente o assunto relativo ao minimo multiplo comum de dois
nimeros (mais uma vez, o Singapore Math é um exemplo dessa abordagem). No
entanto, qualquer que seja o método, a nocao de equivaléncia de fracoes deve vir
antes das operagoes, uma vez que a determina¢do da natureza comum recorre
ao conceito de equivaléncia.

Sendo esta uma fase de aprendizagem que ja nao é a inicial, convém referir que
h& vérios modelos relativos a fragoes e ndo apenas os pictdricos continuos que
costumam ser utilizados na fase inicial. Em [4], encontra-se um resumo de uma
classificagao desses modelos. Na Figura apresentam-se quatro:

(a) modelo continuo (o todo é um unico retangulo);
(b) modelo discreto (o todo é um conjunto de doze laranjas);

(¢) modelo linear (caso particular de um modelo continuo proposto com fre-
quéncia no curriculo portugués e fortemente defendido por Hung-Hsi Wu,
matemédtico da Universidade da Califérnia, especialista na temdtica [19]);

(d) modelo discreto com componente mista (o todo é um conjunto de seis
pares de laranjas com diferentes tamanhos).
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Figura 23: Modelos de representacao das fragoes.

Um exemplo dinamico de uma adigao, esquematizado através de um modelo
continuo (retirado de [I5]), é apresentado na Figura [24]
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KIS ] (=it +]
Figura 24: Adicao de fragoes: uma ilustracdo dinamica.

Esta aprendizagem esquemadtica sobre adigoes e subtragoes é fundamental para
alicergar uma boa compreensao. A Figura 25 mostra uma boa atividade reali-
zada por um aluno (retirado de [17]).

Figura 25: Atividade envolvendo dois modelos distintos.
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5% Fracao como multiplicador e multiplicando.
O que é a multiplicacao de fragoes?

Na capa de um livro sobre tabuadas da multiplicacdo, que preferimos deixar
sob anonimato, apareceu a interessantissima imagem exposta na Figura

Figura 26: Tudo o que nao deve ser feito.

O interesse do exemplo estd no facto de mostrar tudo o que nao se deve fazer.
Se Jerome Bruner [5], um dos pais do construtivismo, defensor de um esmerado
cuidado com a passagem do concreto ao abstrato (abordagem CPA), visse um
exemplo destes, soltaria certamente esgares de horror! A imagem, ao utilizar
morangos para dar um exemplo para concretizar a igualdade 2 x 2 = 4, vai
contra o conceito mais fundamental da multiplicagao no sentido aditivo.

Nas aplicagoes praticas da multiplicagao no sentido aditivo, ao contrdrio do que
se passa com as adi¢des e subtracdes, os fatores ndo tém a mesma natureza: um
desempenha o papel de multiplicador e o outro de multiplicando.

As magnificas imagens expostas na Figura [27] constituem um bom exemplo.

(@)

Figura 27: Multiplicador e multiplicando [1].
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Esta atividade, do tipo figura+expressao matemdtica, constitui um excelente
exemplo do que se deve fazer. Olhando para as abelhas, a crianga tem de en-
contrar sentido para a igualdade 4 x 6 = 24. Trata-se de contar as patas: ha
quatro repetigoes (quatro abelhas) de conjuntos de seis patas (cada abelha tem
seis patas). No total, hd 4 x 6 patas = 24 patas. Observe-se que dos trés
nimeros que compoem a igualdade (4, 6, 24), apenas o 6 e o 24 sdo patas.
O 4 nao é uma quantidade de patas, mas sim o nimero de repeti¢oes. O 4
tem um papel operador, sendo denominado de multiplicador. Da mesma forma,
que um explicador ministra a sua explicagao ao explicando, que uma maquina
replicadora atua sobre o ente replicado e que uma fotocopiadora copia o mate-
rial a ser fotocopiado, também o multiplicador indica quantas vezes se repete
o multiplicando. O primeiro tem informacao sobre o numero de repeti¢oes e o
segundo, o seu alvo, constitui o material a ser repetido. Por isso, é completa-
mente errado escrever 4 patas x 6 patas = 24 patas. Isto parece um detalhe,
mas ¢é absolutamente fundamental para uma boa compreensao do que se segue.

Na Figura 28] apresenta-se um exemplo medidtico, que circulou recentemente
nas redes sociais. Face ao que se vé na imagem, houve muita contestacao por
esse mundo fora, uma vez que a professora queria que o aluno respondesse
3+3+3+3+3enao5+5+5. Por esse motivo, puniu a resposta da crianga. A
“zanga” atingiu niveis considerdveis e o assunto foi discutido tanto pelo cidadao
comum como por especialistas. No entanto, entendemos que as criticas nao
foram colocadas de forma certeira. A nosso ver, a questdo principal consiste
no facto de o exercicio estar mal elaborado. Do ponto de vista algébrico, é
claro que 3 x 5 é igual a 5 x 3 (a contestagao veio naturalmente do facto de a
multiplicacdo ser comutativa). Sendo assim, para cumprir o objetivo de convidar
o aluno a diferenciar os papéis de multiplicador e multiplicando, faltou uma coisa
fundamental: contextualizar o exercicio com uma situacao da vida real.

o
1. Use the repeated addition strategy to solve : 5x3.

o \ B AR Y SN
5'3‘3-_‘5_ 5_{_51—5

Figura 28: [Um exemplo mediatico.

A Figura constitui um bom exemplo de dois exercicios bem feitos com o
mesmo propdsito. Em ambas as alineas, é apresentada uma situagao concreta
lado a lado com uma igualdade (envolvendo uma expressao numérica com uma
multiplica¢do). O aluno é convidado a explicar como se relaciona a abstragao
com a concretizacao. Em relagao a estes exemplos, hd uma clara interpretagao
sobre o que pode ser o multiplicador; por exemplo, no caso dos sapos, hé 4 patas
repetidas 6 vezes e, por esse facto, damos o papel de multiplicador ao 6. Os
papéis de multiplicador e multiplicando nao sao uma questao de lateralidade,
como no caso do exemplo mediatico. Em 6 x 4, 6 nao é multiplicador por estar
a esquerda; isso nao faz sentido algum. Perante os cdlculos 6 X 4 e 4 X 6 em
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abstrato, nao temos uma forma clara de atribuir o papel de multiplicador a um
dos fatores, a nao ser por intermédio de uma convencdo que se possa estabe-
lecer. No entanto, estando perante situagoes concretas, esse papel ja vem da
logica trazida por essas situagoes. E claro que, na lingua portuguesa, dizemos
mais vezes “Tenho 3 vezes dois bolos.” do que “Tenho dois bolos 3 vezes.”.
Devido a esse facto, hd uma tendéncia para se dizer que o fator da esquerda é o
multiplicador. No entanto, a razao linguistica nao é, de todo, o conceito vital.
O fundamental é que, nas situagtes praticas, hd algo que se repete e, quando
as traduzimos em linguagem matemaética, hd uma informagao sobre o nimero
de repeticoes traduzida através de um ntimero. A tnica forma de saber o que
se repete e quantas vezes é repetido é partir de situacoes da vida real. Numa
expressao algébrica abstrata, a questao nao se coloca fora da nossa capacidade
para definir coisas e estabelecer convencoes (que, por sinal, é uma 6tima e bem
sucedida capacidade humana). Perante a questdao “No cdlculo 3 x 5, qual é o
multiplicador e qual é o multiplicando?”, a boa resposta é “Nao sei. Qual é a
situacao concreta em que se esta a aplicar o calculo?”. E por isto que a profes-
sora nao devia ter punido o aluno. A origem do problema esteve, como acontece
tantas vezes, numa concecao errada da questao a formular.

Relacionado com o tema dos papéis de multiplicador e multiplicando, estd o
modelo retangular da multiplicagao. Este modelo constitui uma boa ajuda para
a compreensao da multiplicagao de fragoes. Considere-se a Figura [29]

Figura 29: Multiplicagdo no sentido aditivo: modelo retangular.

Uma das ferramentas que as criangas do 1.° ciclo tém de aprender é a possi-
bilidade de utilizacdo da multiplicagao no sentido aditivo para determinar o
nimero de quadradinhos arrumados numa disposi¢ao retangular. Ndo se trata
de uma regra, mas sim de uma aplicacao da multiplicacao. Ha duas abordagens
fundamentais, correspondentes a um raciocinio por linhas ou por colunas. Em
relagdo ao primeiro, um possivel didlogo pode ser o seguinte: “Quantas linhas
ha?”—*Trés”; “Quantos quadradinhos hé em cada linha?”—“Cinco”; “Nesse caso,
h& cinco quadradinhos que se repetem trés vezes, 3 X 5 quadradinhos = 15 qua-
dradinhos”. Quanto ao segundo: “Quantas colunas ha?”’—“Cinco”; “Quantos
quadradinhos ha em cada coluna?”—“Trés”; “Nesse caso, ha trés quadradinhos
que se repetem cinco vezes, 5 X 3 quadradinhos = 15 quadradinhos”. No pri-
meiro caso, o numero de repetigoes foi associado ao ntimero de linhas, sendo este
o multiplicador. No segundo, o nimero de repeticoes foi associado ao nimero
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de colunas, sendo este o multiplicador. Como bénus, a situacao ilustra a pro-
priedade comutativa da multiplicagao.

Estamos, agora, em condigoes de explorar a multiplicagao envolvendo fragoes.
Tal como acontece com os nimeros naturais, nas situagoes praticas de multi-
plicagdo no sentido aditivo, os fatores desempenham papéis diferentes. Como é
de esperar, uma fracao tanto pode desempenhar o papel de multiplicador como
de multiplicando. No entanto, hd um conceito adicional a ser compreendido.

Enquanto que, com miumeros naturais, o multiplicador assume apenas o papel
de replicador (contém a informagao sobre o nimero de repeti¢oes), com fragoes
passa a haver um novo papel que consiste em fazer “partes de”. Quando dizemos
“a terca parte de ®”, estamos a falar de % X ®; quando dizemos “metade de ®”,
estamos a falar de % X ®. Mais, o multiplicador pode conter em si mesmo uma
dupla informagao relativa a “repeticoes” e a “partes de”. Por exemplo, quando
dizemos “duas tercas partes de ®”, estamos a falar de % X ® e isso significa
que temos duas repeticoes da ter¢a parte de ®. Mais uma vez, o numerador
quantifica e o denominador qualifica.

Nao se pode perceber a multiplicagao de fragoes sem compreender este con-
ceito. Na multiplicagdo nao ha a exigéncia de uma natureza comum, pura e
simplesmente porque os fatores desempenham papéis diferentes ao servigo de
uma operagao aritmética que tem um objetivo diferente do da adigao ou sub-
tragao. E por isso que nao é exigida a determinagao de um denominador comum.
No caso da multiplicagao no sentido aditivo, as melhores metaforas para o mul-
tiplicador sao “fotocopiadora” e “faca”. A primeira replica e a segunda parte. A
mistura das duas constitui a agdo de uma fracdo como multiplicador. Observe-se
novamente a Figura 27 os cédlculos 4 X 6 e 6 x 4 aparecem diferentemente nos
exemplos das abelhas e dos sapos para mostrar 4 como multiplicador e 6 como
multiplicador. No caso das fragoes, é exatamente igual. Podemos ter 3 x % bolo
(3 copias de metade de um bolo) ou 1 x 3 bolos (metade de uma quantidade
de trés bolos). Em ambos os casos, o resultado é trés meios de bolo, mas as

imagens sao diferentes, como ¢ ilustrado na Figura

'Q 4 ’

Figura 30: Fracao como multiplicando vs fracao como multiplicador.
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Para proporcionar um entendimento conceptual da multiplicacdo de fracgoes,
aconselhamos a abordagem do Singapore Math que, basicamente, divide o as-
sunto em trés casos, tratando os dois primeiros no 1.° ciclo e o terceiro no
2.° ciclo. Estes casos podem ser compreendidos a dois niveis (o ideal é alcangar
ambos): procedimental, que consiste em saber fazer (saber executar) e concep-
tual, que consiste em saber profundamente o que se faz (explicar o motivo porque
se faz assim). E curioso constatar que, ao nivel procedimental, a multiplicagao
de fragoes é mais facil do que a adicao e subtragao mas, ao nivel conceptual, é
o contrario.

CASO 1: NUMERO NATURAL X FRAGAO
NUMERO NATURAL COMO MULTIPLICADOR E FRAGAO COMO MULTIPLICANDO

Este é claramente o caso mais facil. Corresponde a situagoes como 4 x % bolo ou,
por extenso, o “quadruplo de dois tercos de bolo”. Repare o leitor que se a ex-
pressao fosse o “quadruplo de dois coelhos” ou o “quadruplo de dois berlindes”,
as respostas automaticas seriam “oito coelhos” ou “oito berlindes”. E claro que
no caso de o “quadruplo de dois tergos de bolo” a resposta também é natural e
é “8 tercos de bolo”. Alids, outro exemplo do mesmo tipo pode ser analisado do
lado esquerdo da Figura[30] A razao de ser o caso mais fécil consiste no facto de
o denominador indicar apenas a unidade (tergos de bolo) e o resto da tarefa ser
quantitativa, correspondendo simplesmente a multiplicagao aditiva de ntimeros
naturais (4 x 2). E claro que n x 2® resulta em “X%®, uma vez que se trata de
n X a unidades em que a unidade ¢ a b-ésima parte de ®. O que quer que seja ®

(e.g., bolos, coelhos, naves espaciais), basta efetuar “7¢. E interessantissimo ve-

rificar que muitas pessoas adultas transformam um célculo como 3 x % em % X %
Isso é um sintoma revelador de que algo ja estd a correr mal; significa que a pes-

soa aprendeu um procedimento e jé estd a perder a visao conceptual do assunto.

CASO 2: FRACAO X NUMERO NATURAL
FRACAO COMO MULTIPLICADOR E NUMERO NATURAL COMO MULTIPLICANDO

Este caso ja pede uma andlise mais cuidada. Imagine que quatro irmaos recebem
de heranca trés sacos, cada um com 20 diamantes. Para dividirem igualmente
a riqueza entre si, da jeito operar % x 20 diamantes. A conta % x 20 é a que se
adapta a situagao e pode ser pensada em dois passos: a quarta parte de cada
saco corresponde a 5 diamantes. Como ha 3 sacos, cada irmao deverd receber
3 x 5 diamantes= 15 diamantes. Este pensamento aponta para o procedimento
seguinte:

% x 20 diamantes = 3x a quarta parte de vinte diamantes =
=3x % diamantes = 3 x 5 diamantes = 15 diamantes.

Acontece que hd uma segunda forma de resolver este problema. Os irmaos
podem abrir primeiro os sacos e juntar tudo, ou seja, o total da riqueza é de
3 x 20 diamantes = 60 diamantes. Em seguida, tiram o seu quinhao, ou seja, a
terca parte de 60 diamantes. Este segundo pensamento aponta para o procedi-
mento seguinte:

% x 20 diamantes = a quarta parte do triplo de vinte diamantes =

= i x 3 x 20 diamantes = % x 60 diamantes = 15 diamantes.
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Basicamente, o que estamos a dizer é que tanto faz efetuar 3 x 273 como %.

Mais uma vez, parece um pequeno pormenor, mas é um detalhe importante, com
reflexo na andlise das imagens e na compreensdo dos exemplos. A Figura
mostra um exemplo retirado dos manuais do Singapore Math, ilustrando o pri-
meiro método. A Figura [32] ilustra o segundo método. A exploragao destes
casos é tratada no 4.° ano de escolaridade.

Cuanto ¢ % de 207

Divide 20 em 4 grupos iguais.

Trés desses HINOs CUI‘l'l"ﬁlli.111f.lf.‘lll

v

ay de 20,

o S, S -
o

1 N — 20 =
3[],(1 2“— 1 —.

%(l:ﬁ?ll:iix%z.

Figura 31: Fracao x numero natural: primeiro método.

Quanto & % de 207

Q2= 22 _ % —

=t

Figura 32: Fracdo x numero natural: segundo método.
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CASO 3: FRACAO X FRACAO

Para abordar o caso geral, é importante responder primeiro a uma pergunta do
género “Quanto é um tergo de um quinto de bolo?”. Ou seja, “Como interpretar
o calculo % X %?”. Considere-se a Figura Em cima, vemos % de bolo, uma
fatia cortada na vertical. Em baixo, vemos o bolo cortado na horizontal em
trés partes iguais. Naturalmente, o quadradinho vermelho é um tergo de um
quinto de bolo. Mas que parte é essa? A resposta é simples! Pelo raciocinio
multiplicativo que vimos anteriormente, associado a Figura[29] esse quadradinho
vermelho é uma de 3 X 5 partes iguais que constituem o bolo. Sendo assim, um
terco de um quinto de bolo é um quinze avos de bolo, ou seja, = x + = % Em

3 5
1 1 _ 1
geral, o X oo = o

Figura 33: Um terco de um quinto de bolo.

Compreendido este esquema, o caso geral da multiplicacao de fracoes pode ser
finalmente interpretado. A Figura [34] constitui uma ilustracio dinamica.
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K< [>A] = e] +]

Figura 34: Calcular % X %: uma ilustracao dinamica.

Na Figura[35] retirada de um manual do 5.° ano do Singapore Math, ano onde se
trata o caso geral, utiliza-se uma tesoura como metéafora para o papel da fragao
como multiplicador.

Figura 35: Um meio de trés quartos de um retangulo.
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6 Medir e repartir.
Nocao de inverso e divisao de fragoes

Em [13], no &mbito de um estudo comparativo sino-americano, Liping Ma colo-
cou algumas questoes a professores dos primeiros anos. Uma delas foi a seguinte:

Imagine que estd a ensinar a divisdo de frac¢oes. Para que isto tenha algum significado para as
criangas, muitos professores tentam mostrar as aplicagbes da matematica. Por vezes tentam
arranjar situagoes da vida real ou histérias-problema para mostrar a aplicacdo de um contetido
particular. Qual seria uma boa histéria ou um bom modelo para % = %?

Esta interessante questdo originou um pobre desempenho dos professores ame-
ricanos, apontando para uma certa incompreensao sobre as aplicacoes das ope-
ragoes. Para melhor compreender o que se passa com a questao, olhemos nova-
mente para uma representagdo da multiplicacdo no sentido aditivo (36]).

Figura 36: Vasos de flores.

Querendo formular uma questao sobre a multiplicagao, é com naturalidade que
surge “Tenho 8 flores em cada um dos 4 vasos. Quantas flores tenho no total?”.
Trata-se de flores e a questao é traduzida por 4 x 8 flores = 7. Quatro é o
multiplicador (ntimero de repetigoes) e oito o multiplicando (um grupo de oito
flores). A resposta é “32 flores”.

Querendo formular questoes sobre a divisao, ha duas hipoteses distintas:

(a) Pode omitir-se o multiplicando, perguntando sobre ele. Esse é o cendrio
da divisdo para repartir (divisao por partilha equilativa) e uma questao
natural é “Quero repartir igualmente 32 flores por 4 vasos. Quantas flo-
res devo colocar em cada vaso?”. Ora, esta questao parte da igualdade
4x7? flores = 32 flores e é traduzida pela divisao 32 flores ~ 4 = 7. A
resposta é 8 flores; a natureza, que sao as flores, aparece na resposta e a
pergunta-chave é “Quanto calha a cada um?”.

(b) Pode omitir-se o multiplicador, perguntando sobre ele. Esse é o cendrio
da divisdo para medir (divisdo por agrupamento) e uma questao natural é
“Com um total de 32 flores, quero fazer vasos com 8 flores. Quantos vasos
consigo fazer?”. A questao parte da igualdade ? x 8 flores = 32 flores e
é agora traduzida pela divisdo 32 flores + 8 flores = 7. A resposta é 4; a
natureza, que sao as flores, ndo aparece na resposta (nao faz sentido algum
responder 4 flores) e a pergunta-chave é “Quantas vezes cabe?”. Trata-se
efetivamente de uma medicao; utilizando 8 flores como unidade, o que se
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estd a fazer é medir um total de 32 flores, tendo em conta essa unidade;
32 flores correspondem a 4 unidades. Nesta aplicagdo concreta, faz sen-
tido escrever %, indicando que se pretende saber quantas vezes um
grupo de 8 flores cabe num grupo de 32 flores. Na medicao, tal como nas
adicoes e subtracgoes, a mesma natureza é vital: medimos comprimentos

com comprimentos, dreas com areas, etc. A resposta é um numero punﬂ,

Repartir Medir
Pretende-se descobrir o multiplicando Pretende-se descobrir o multiplicador
O resultado exprime-se na natureza
dos objetos apresentados no problema O resultado é um ndmero puro.
(e.g., flores, magas, joaninhas, ... ).

Questao tipica: “Quanto calha a cada um?”

A situacdo de multiplicac¢do no sentido aditivo origina duas situagoes de diviséo,
conforme o objetivo seja a determinagao do multiplicando ou do multiplicador.
Naturalmente, esta ideia é vital para uma boa compreensao das divisdes que
envolvem fracoes.

DIVISAO PARA REPARTIR NO CONTEXTO DAS FRACOES: NOCAO DE INVERSO

Estamos habituados a dividir riquezas por muitas pessoas. Sao comuns pro-
blemas como “Cada conjunto de trés pessoas recebe 24 euros. Admitindo uma
divisao equitativa, quanto recebe cada pessoa?’. No entanto, para as criancas
(e mesmo para os adultos!), problemas como “Cada metade de pessoa recebe 24
euros. Quanto recebe cada pessoa?”’ ja trazem mistério e estupefacao. Mas é
uma abordagem legitima; a Figura [37|ilustra a ideia.

L

K<l IS ] =+

Figura 37: Calcular 24 = %: uma ilustracao dinamica.

Uma vez que cada pessoa tem duas metades e cada metade recebe 24 euros, a

resposta a questao é 48 euros. O céalculo 24 euros + % ¢é transformado na mul-

2Um fisico cortaria alegremente a palavra “flores” do numerador com a palavra “flores”
do denominador, indicando o resultado 4 na sua forma pura. Trata-se de uma mnemonica
operatéria que se ajusta a ideia de medigao e a pergunta “Quantas vezes cabe?”.
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cabe 2 vezes numa unidade. E isto o
numero de vezes que esse numero cabe

tiplicagao 2 x 24 euros. Isto porque
inverso multiplicativo de um nimero:
numa unidade. O inverso de % é 2.

O NI

E facil explicar que o inverso de % é 2, o inverso de % é 10 e, assim, sucessiva-
mente. Mas como pensar no inverso de uma fracdo como % ou, em geral, =7
Nesses casos, a explicacao tem de ser cuidada e estrutura-se da seguinte forma:

pode ser pensado como a terca parte de duas unidades.

cabe trés vezes em duas unidades.

Wiy Wi

- Logo, % cabe % de vezes numa unidade.
2
3

[SJ[eY

- O inverso de £ ¢
Exatamente da mesma forma, podemos argumentar que o inverso de ;- é ™. A
compreensao desta mensagem é muito delicada quando se trata de um aluno do
2.° ciclo. Tem de haver uma esmerada representacao da ideia e, mesmo assim,
muitos nao a perceberao totalmente com essa idade. A Figura [38 é uma obra
de arte de esquematizagao deste conceito matematico.

{3

.

cabe 4 vezes :

J
e C\I_/‘_“‘\H_/‘_“M.___/

‘\ﬁ em 3 unidades. (

Figura 38: Nocao de inverso.

Sendo assim, a divisdo pode ser simplesmente transformada numa multiplicacao
através do conceito de inverso.
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Dividir é o mesmo que multiplicar pelo inverso.

c_dya__
TaT Xy =

a
B X

e
ol

No estudo de Liping Ma, ha respostas de professores chineses que sao exemplos
didaticos de grande qualidade. Eles frisam os conceitos através de frases simples
e certeiras. Tal como ligdmos as operagoes inversas, 32 flores +~ 4 = ? flores e
4 x 7 flores = 32 flores, podemos e devemos fazer o mesmo no caso das fracoes:

“Pretende-se encontrar um ntumero tal que metade dele seja %, ou seja,
dividir por uma fracao é encontrar um ndmero, quando uma parte fra-
cionaria dele é conhecida.”

“Metade de uma corda de saltar mede de metro, qual é o comprimento
da corda?”

“Um comboio demora uma hora e trés quartos a fazer metade de um
percurso. Quanto tempo demora o comboio a fazer o percurso completo?”

“Pagando Yuan para comprar 3 L de bolo, quanto custa o bolo inteiro?”

Outros professores apontam duas propriedades simples, mas ndo evidentes para
todas as pessoas. A primeira delas é seguinte:

(N+a)+b=(N=b)+a.

Trata-se mais uma vez de uma consequéncia da propriedade comutativa da
multiplicacdo, ilustrada com o exemplo dos cortes no bolo. Tanto faz fazer
primeiro a cortes na vertical e em segundo lugar b cortes na horizontal, como
fazer primeiro b cortes na horizontal e em segundo lugar a cortes na vertical.
O quadradinho a comer no fim serd _ de bolo em ambos os casos. A segunda
propriedade a realcar é a seguinte:

N-+(a+b)=(N=+a)xb.

Esta propriedade decorre de uma ideia semelhante a exposta relativamente a
nogao de inverso. Se tivermos 24 + 4, naturalmente que a resposta é 6. No
entanto, se tivermos 24 + 4 tercos, uma vez que hé trés tergos em cada unidade,
o resultado é agora 6 x 3. Com estas duas propriedades, podemos apreciar uma
notével resposta de um professor chinés [I3].

O Prof. Xie foi o primeiro professor que eu conheci que descreveu um método pouco comum
de efetuar a divisao por fracgoes sem usar a multiplica¢do. Disse-lhe que nunca tinha pensado

nisso e pedi-lhe que explicasse como funcionava. Ele disse que era ficil:

7 1

ita T @
(T+4)+(1+2) = (2)
(7+4)+ 1) x 2 = (Segunda propriedade) (3)
((T=1)+4)x2 = (Primeira propriedade) (4)
(7T+1)+(4+2) = (Segunda propriedade) (5)

7+1

12 (6)
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Notavelmente, o que este professor explicou é que se pode efetuar diretamente
a divisao:
a ¢ a-+c

b d b+d
Contudo, o professor observou que esta abordagem apenas € indicada nos calculos
em que quer o numerador como o denominador do dividendo sao divisiveis res-
petivamente pelo numerador e pelo denominador do divisor.

DIVISAO PARA MEDIR NO CONTEXTO DAS FRAGOES

A divisao de fragoes pode também ser pensada no sentido da medi¢do. Pensemos

no calculo g =+ %, concretizando-o numa situacao envolvendo dinheiro. Imagine

que tem sacos com 3 moedas de 20 céntimos (% de euro) e que quer saber
a quantidade de sacos necessaria para obter uma quantia correspondente a 5
moedas de 50 céntimos (g de euro). Na pratica estamos a medir; queremos

saber quantas vezes % cabe em g

Quantas bolsas com 3 moedas
de 20 céntimos s&o necessarias para
obter uma quantia de 5 moedas de

50 céntimos?

<D > 4] [=ote][+]

Figura 39: Calcular 3 = 2: uma ilustracao dindmica.

Se utilizarmos uma mesma natureza, isto é, se encontrarmos um denominador
comum (no caso de dinheiro, um troco comum), a comparagio é possivel. E, feito
isso, ndo € preciso pensar messa natureza — repare-se que as questoes “quantos
sacos de dois bolos sao necessarios para ter seis bolos?” ou “quantos sacos de
dois berlindes sao necessarios para ter seis berlindes?” tém a mesma resposta,
trés. Nao interessa a natureza, o que interessa é que seja a mesma. Sendo assim,

de euro sdo 25 moedas de 10 céntimos (3 = 22);

de euro sao 6 moedas de 10 céntimos (% = 1—60 ;
2

e pojon

25 décimos a dividir por 6 décimos resulta em g;

Sao precisos quatro sacos mais um sexto de um quinto saco.
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Encarando a divisao no sentido da medigao, a determinagao do mesmo denomi-
nador é natural e isso constitui mais uma forma de explicar a regra operatéria:

ad _ bc ad

bd * bd — be’

a mesma natureza é irrelevante

a.°
b d

Também no sentido da medicao, podemos ter étimas respostas a questao de
Liping Ma:

“Se uma equipa de trabalhadores construir % km de estrada por dia, quan-
tos dias levarao para construir uma estrada com % km de comprimento?”

“Comprei % kg de agucar. Quero colocar esse agicar em sacos de % kg.
Quantos sacos sao precisos?”
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Resumo: O presente artigo resulta da conce¢do, desenvolvimento e avalia¢ao
de um projeto de intervencao pedagdgica supervisionada e centra-se em duas
intervencgoes numa turma de 6.° ano de escolaridade. Com efeito, objetivou-
se desenvolver o sentido de divisao mos alunos da mesma e, tendo por base
uma metodologia de investigagdo de cardter qualitativo, procurou-se responder
a questao de investigacao: Onde se situam as dificuldades sentidas pelos alunos
na resolugao de problemas que envolvem a divisao em contextos de partilha e de
medida?. Os resultados obtidos indiciaram que os alunos sentem efetivamente
dificuldades na resolugcao de problemas que envolvem a divisdo em contextos de
partilha e de medida, sobretudo na realiza¢do de divisdes por métodos formais e
na verificacdo dos dados e resultados.

Palavras-chave: sentido de divisao; divisao como partilha; divisao como me-
dida; 6.° ano de escolaridade.

1 O sentido de divisao

De acordo com Huinker, “the need to develop number sense is well documen-
ted and its characteristics have received extensive analysis, but the need to
develop operation sense has not received the same attention or scrutiny” ([,
p. 72). Posto isto, com o intuito de caracterizar o sentido de operagao, a au-
tora apresenta sete dimensoes inerentes ao desenvolvimento do mesmo, as quais
se apresentam seguidamente: (I) compreensao do significado de operacéo; (11)
capacidade para reconhecer e descrever situagoes de vida real para as vérias
operagoes; (111) dar significado aos simbolos e & linguagem matemética formal;
(1v) capacidade para mudar facilmente de um modo de representacao para outro;
(V) compreender as relagoes entre as operagoes; (V1) capacidade para compor
e decompor nimeros e usar as propriedades das operagoes; e (VII) raciocinar
sobre os efeitos das operacbes nos nimeros.
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Segundo Mendes, a aprendizagem da operagao divisao é com frequéncia associ-
ada a dificuldades por parte dos alunos. De facto,

os préprios professores dos 1.° e 2.° ciclos referem-se a esta operagao como a mais dificil de
ensinar aos seus alunos. Além disso, a sua aprendizagem é, muitas vezes, confundida com a
mecanizagao das regras associadas ao algoritmo, nao deixando espago, na sala de aula, para
o desenvolvimento de um trabalho com os alunos em torno da compreensao desta operagao.
(...) a aprendizagem da divisdo é muito mais do que saber usar o algoritmo tradicional,

significa [também]| reconhecer esta operacdo em diferentes situacdes ([6], p. 6).

Efetivamente, Brocardo, Serrazina, e Kraemer consideram que a tradigdo curri-
cular do nosso pafs é pautada pelo foco nos algoritmos [3]. Infelizmente persiste
ainda “a ideia de que ensinar a divisao é ensinar a realizar o algoritmo da di-
visao” ([9], p. 201).

Em particular, Pinto e Monteiro referem que frequentemente surgem dificulda-
des aquando da divisdo de nimeros racionais representados por fragoes. Estas
autoras constatam que “a aprendizagem da divisao de niimeros racionais repre-
sentados por fracgoes passa pela enfatizacao do algoritmo inverter o divisor e
multiplicar” e afirmam que “o problema nao estd no facto de se ensinar este
algoritmo, mas na forma como se ensina e quando” ([9], p. 201). Como Pinto e
Monteiro alertam

quando criancas de 11/12 anos sdo ensinadas a multiplicar “a primeira fracgdo pelo inverso da
segunda”, nao entendem porque, se estdao a dividir, tém de multiplicar. Um dos erros tipicos
consiste na inversao do dividendo, o que indicia uma completa incompreensao do que estao a
fazer ([9], p. 201).

Tendo em consideragao o suprarreferido, importa refletir acerca do desenvolvi-
mento do préprio conceito. Acredita-se que trabalhar neste sentido permite aos
alunos saber quando recorrer a divisao para resolver um dado problema e ca-
minhar no sentido de compreender os procedimentos relativos aos algoritmos [9].

De facto, estudos disponiveis sobre esta problemética indicam-nos que cada
operacao tem mais do que uma interpretacao. De acordo com Martins, as varias
interpretagoes “tém implicagoes na forma como os alunos adquirem o sentido de
cada operacao, pois é necessario conhecer uma multiplicidade de significados,
alguns dos quais pouco intuitivos” ([5], p. 4). Especificamente no que se refere
a compreensao da operacgao divisao, Mendes assevera que esta se desenvolve
“através do estabelecimento de relacoes entre contextos de divisao por medida e
por partilha, de modo que seja possivel comparar os procedimentos construidos
pelos alunos num caso e noutro” ([6], p. 8).

Nao obstante, o Programa de Matematica para o Ensino Bésico, no que con-
cerne ao dominio nimeros e operagoes e ao conteido “numeros racionais nao
negativos”, menciona que os alunos do 5.° ano de escolaridade deverao adqui-
rir a “divisao de numeros racionais nao negativos representados na forma de
fragao” ([7], p. 15).
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Nas péginas iniciais do referido documento pode ler-se que os desempenhos que
os alunos em cada um dos trés ciclos da escolaridade bésica deverao eviden-
ciar devem concorrer, de forma integrada, para a aquisi¢ao de conhecimentos
de factos e de procedimentos, a construgao e o desenvolvimento do raciocinio
matematico, uma comunicacao adequada a matematica, a resolucao de proble-
mas em diversos contextos e uma visao da matematica como um todo articulado
e coerente [7]. Como se sabe, estas sdo ideias-chave na educacdo matemadtica.
Porém, a forma como se propoem concretizar é claramente insensata. Por exem-
plo, no que concerne a resolugao de problemas, destaca-se que esta envolve, por
parte dos alunos,

a leitura e interpretagdo de enunciados, a mobilizagdo de conhecimentos de factos, conceitos
e relagoes, a selecdo e aplicagdo adequada de regras e procedimentos, previamente estudados
e treinados, a revisdo, sempre que necessdaria, da estratégia preconizada e a interpretacdo dos
resultados finais ([7], p. 5).

O National Council of Teachers of Mathematics, por seu turno, relativamente
a resolugao de problemas, enfatiza que esta, para além de constituir um ob-
jeto da aprendizagem matematica, “é também um importante meio pelo qual
os alunos aprendem matematica. Os alunos deverao ter muitas oportunidades
para formular, discutir e resolver problemas (...) e, em seguida, deverdo ser
encorajados a reflectir sobre os seus raciocinios” ([§], p. 57). A este proposito,
respostas a questao “Alguém resolveu o problema de outra maneira?” ajudam
“ao desenvolvimento da linguagem comum e das representagoes e contribui para
que os outros alunos compreendam o trabalho desenvolvido pelo primeiro” ([§],
p. 59).

Tendo em consideracao os aspetos anteriormente referidos relativos aos nimeros
e operagoes e a resolugao de problemas, urge referir que compete ao professor
encorajar os alunos, regularmente, “a mostrar e a aprofundar os seus conheci-
mentos dos nimeros e das operagoes, através da resolugao de problemas con-
textualizados interessantes e da discussao das representagoes e das estratégias
utilizadas” (8], p. 91). Brocardo e Serrazina consideram que os problemas sao
de facto basilares na aprendizagem dos ntiimeros e operagoes [2].

Realce-se, ainda, que no Programa de Matematica para o Ensino Bésico nao ha
referéncia a representacio e ao seu papel no estudo da matematica [7], o que con-
traria notoriamente “o que se tem investigado sobre o valor de uma experiéncia
matemdtica rica e significativa desde os primeiros anos de escolaridade” ([12],
p- 8). Relembre-se, a este propdsito, um dos objetivos gerais elencados no pro-
grama revogado: “os alunos devem ser capazes de lidar com ideias mateméticas
em diversas representagoes (...) devem conhecer e compreender os diferentes
tipos de representagoes, ser capazes de as utilizar em diferentes situagoes e de
seleccionar a representacao mais adequada a situacao” ([10], pp. 4-5).

Neste momento, importa referenciar a pertinéncia da representacao no estudo
da matemaética por desempenhar dois papéis fundamentais: é uma ferramenta
de raciocinio e é um instrumento de comunicagao ([8], p. 75). Neste sentido, o
professor que auxilia os alunos na selecao e organizacao das representacoes que
evidenciem os seus raciocinios e que ouve atentamente as suas ideias “podera
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ajudéa-los a desenvolverem a predisposi¢ao e a capacidade para modelar proble-
mas eficazmente, para clarificar o seu proprio entendimento de um problema e
para utilizar as representacoes para comunicar eficazmente com os outros” ([g],
p. 244).

2 Uma experiéncia com alunos do 6.° ano
de escolaridade

O presente artigo resulta da concegao, desenvolvimento e avaliagao de um pro-
jeto de intervencao pedagodgica supervisionada, concretizado no ambito da uni-
dade curricular Pratica de Ensino Supervisionada, incluida no plano de estudos
do Mestrado em Ensino do 1.° e 2.° Ciclos do Ensino Bésico da Universidade
do Minho. Este decorreu, num primeiro momento, no 1.° ciclo do ensino basico,
numa turma de 4.° ano de escolaridade e, num segundo momento, no 2.° ciclo
do ensino bésico, especificamente numa turma de 6.° ano de escolaridade.

O estudo que aqui se apresenta tem enfoque na 1.% e 2.* intervengoes na turma
de 6.° ano de escolaridade (no total foram desenvolvidas trés intervengoes), pre-
senciadas por 14 alunos, com idades compreendidas entre os 11 e os 14 anos,
sendo 5 do sexo masculino e 9 do sexo feminino. De assinalar que estes alunos
sao identificados por numeros, por forma a manter o anonimato.

O projeto de intervencao pedagdgica supervisionada, centrado no dominio niime-
ros e operacoes, consubstanciou-se no desenvolvimento do sentido de operagao,
especificamente de divisdo, nos alunos da turma suprarreferida. Concomitan-
temente, substancializou-se na procura da resposta a questao de investigagao:
1. Onde se situam as dificuldades sentidas pelos alunos na resolugao de pro-
blemas que envolvem a divisdo em contextos de partilha e de medida?. Para
tal, procurou-se responder as subquestoes enunciadas: 1.1 Situam-se na identi-
ficagao do problema como envolvendo uma situacao de divisao?; 1.2 Situam-se
na realizagao da divisao por métodos formais?; e 1.3 Situam-se na verificagao dos
dados e resultados?. Assim, no decorrer da 1.* e 2. intervencoes, que perfizeram
individualmente 90 minutos, procurou-se coadunar os objetivos pedagogicos, as
atividades desenvolvidas e os objetivos investigativos. A 1.* intervencgdo ob-
jetivava, fundamentalmente, desenvolver o sentido de divisdo em contexto de
partilha, enquanto a 22 intervencao tinha por objetivo essencial desenvolver o
sentido de divisao em contexto de medida. Para isso, foram elaborados dois
problemas, um para cada sessao, através da exploracao dos quais se procurava
promover o reconhecimento da divisdo em contexto de partilha/medida; po-
tenciar a realizagao e compreensao de divisoes de niimeros racionais positivos
representados na forma de fragao por métodos formais e informais; e estimular
a verificagao dos dados e resultados. Simultaneamente, com estas intervengoes
procurava-se perceber onde se situavam as dificuldades sentidas pelos alunos
na resolugao de problemas que envolvem a divisdo como partilha/medida, no
sentido de dar resposta a questao e subquestoes de investigagao.

No que concerne a metodologia de investigacao adotada no ambito do estudo,
importa referir que esta assumiu um carater qualitativo. Os dados foram obtidos
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por formas variadas, nomeadamente através de: documentos construidos pelos
alunos, registos audiovisuais (de cada intervengéo), observagoes e anotagoes es-
critas pelo investigador. Estes elementos formaram a “base da andlise” ([I], p.
149), apresentando-se, concomitantemente, como provas e pistas [I].

1.2 Intervencao - Divisao como partilha

Como referido anteriormente, a 1.* intervengao objetivava, fundamentalmente,
desenvolver o sentido de divisdo em contexto de partilha. Para isso, foi elabo-
rado o seguinte problema (Problema 1):

A Elisa pediu & mae chocolate para oferecer a alguns amigos. A méae deu-lhe % de um cho-

colate e disse-lhe que deveria oferecer a cada amigo a mesma quantidade de chocolate. Se
a Elisa oferecer chocolate a 4 amigos, que parte de um chocolate a Elisa vai oferecer a cada
amigo?

Iniciou-se a intervencgao com a distribuicao, por cada um dos alunos, da Tarefa 1,
para que pudesse ser concretizada individualmente. Esta consistia em assinalar,
de entre as seguintes, a opcao que representa o Problema 1:

1 1 1

—+4, = x4, 4+—-ed+2.

2 2 2
Finda a concretizacao da Tarefa 1 por cada um dos alunos, promoveu-se um
momento de discussao acerca da mesma.

De um modo geral, os alunos demonstraram facilidades na concretizacao desta
tarefa. De acordo com Pinto e Monteiro, situagoes probleméticas como a apre-
sentada, isto é, “situacoes onde se pretende determinar o tamanho de cada
grupo, ou seja, o valor que cabe a cada um dos elementos do divisor” ([9], p.
208), s@o as que os alunos identificam, primeiramente, como problemas de di-
visdo. Porém, dois alunos (8 e 9) assinalaram uma expressdo numérica que nao
representa a situacao descrita.

Solicitou-se ao aluno 8 que registasse no quadro a sua resolugao e que procu-
rasse expor os seus raciocinios. Este assinalou a expressao numérica % x 4. A
Transcrigao 1 procura ilustrar a resolugao do aluno 8:

Aluno 8 - Eu escolhi esta porque supostamente “de” é vezes e entdo deve ser
% vezes 4.

Transcrigdo 1. Explicacdo da resolugdo de um aluno (8) na Tarefa 1 (Problema 1).

O aluno 9, analogamente, assinalou a expressao numeérica % x 4. A Transcrigao
2 procura ilustrar a sua justificacao:

Aluno 9 - A mim pareceu-me que ela ia dar % aos 4 amigos. A cada um dos 4
amigos.

Transcrigdo 2. Explicacdo da resolugdo de um aluno (9) na Tarefa 1 (Problema 1).
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A justificacao destes erros parece correlacionar-se com dificuldades concetuais
e de interpretacao, respetivamente. A incorrecao cometida pelo primeiro aluno
(8), especificamente, parece ocasionada por aprendizagens anteriores que, por
vezes, como referem Pinto e Monteiro, “se tornam obstaculos a apropriacao de
novos conhecimentos” ([9], pp. 214-215).

Em decurso, procurou-se estimular a reflexao e argumentacao das concetua-
lizagoes da turma. Para isso, realizou-se uma sistematizacao em plenario, tendo
sido registadas numa tabela as respostas as questoes “O que sabemos?”, “O que
queremos saber?” e “Como vamos descobrir?” no ambito do Problema 1. Esta
estratégia permitiu a turma identificar e assinalar as incorregoes cometidas. Por
fim, cada um dos alunos registou a informacao sistematizada e a correcao da
Tarefa 1.

Apébs este momento, distribuiu-se aos alunos a Tarefa 2, para que pudesse,
também, ser realizada individualmente. Nesta, os alunos deviam resolver o
problema apresentado.

No final da concretizacao da Tarefa 2 pela turma, promoveu-se um momento
de discussao acerca da mesma. Solicitou-se a um aluno (13) que registasse no
quadro a sua resolugao e que procurasse expor os seus raciocinios. Este resolveu
o problema recorrendo a representacao simbdlica, contudo calculou incorreta-
mente. A Figura[]e a Transcri¢ao 3 procuram ilustrar a resolu¢ao do aluno 13:

Dhdbs ‘l "}zmw
L de |4 iy-% 4 | 4
& Io.r X"] I"iz":u':
|
\ , | |
Hnmgy;l |:-?—;li_;
| } ‘q'%l c’i]
« 4.8 448
‘ 3 2 a
| a,
| + 8 o h
a ]
~
Resposta:

Figura 1: Resolugao de um aluno (13) na Tarefa 2 (Problema 1).

Aluno 13 - Eu peguei na metade da tablete de chocolate e comecei a dividir pelos
4 amigos.

Professora - Muito bem, até aqui todos concordamos.

Aluno 13 - 86 que eu tinha que arranjar uma fracao, entdo pus o traco e o 1.
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Depois tinha que arranjar o mesmo denominador e entdo eu multipliquei este
(%) por 1 e este (%) por 2. Depois quando consequi encontrar o mesmo denomi-
nador, dividi os numeradores e deixei o denominador igual porque ndo se pode
mezer nele. .. Depois quando cheguei a fracao, pus na forma irredutivel.

Professora - Dividiste 1 por 8 que deu. . .

Aluno 13 - 8. E depois pus na forma irredutivel.

Transcricdo 3. Explicacdo da resolucdo de um aluno (13) na Tarefa 2 (Problema 1).

Posto isto, perguntou-se & turma quem tinha uma resolucao e/ou resultado di-
ferente e pediu-se que, tal como o colega, a registasse no quadro e procurasse
expor os seus raciocinios.

O aluno 8 também resolveu o problema recorrendo a representacao simbdlica e

calculou incorretamente. A Figura [2| e a Transcricdo 4 procuram ilustrar sua
resolucao:

L
1Y - Axd _k
T =F

Resposta: L0 ﬁﬁmnn Dty 4 % @ ado ﬂmﬁgﬁ-’.

Figura 2: Resolu¢ao de um aluno (8) na Tarefa 2 (Problema 1).

Aluno 8 - Fu fiz % a dividir por 4. Depois representei % a dividir por %. De-
pois fiz trago de fragdo e o numerador vezes numerador, 1 vezes 4, e depois fiz
denominador vezes demominador, 2 vezes 1. E deu-me %.

Transcri¢ao 4. Explicacdo da resolugdo de um aluno (8) na Tarefa 2 (Problema 1).
Refira-se que os alunos 1 e 10 afirmaram ter procedido da mesma forma.

Acentue-se, agora, que oito alunos resolveram a Tarefa 2 recorrendo & repre-
sentagdo simboélica do problema, porém quatro alunos (1, 8, 10 e 13) calcularam
incorretamente. E, ainda, um aluno (6), apesar de ter procurado resolver o
problema recorrendo a sua representacao simbodlica, nao efetuou o célculo. Por
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oposicao ao preconizado pelo documento Programa de Matematica para o En-
sino Badsico [7] com relagao & destreza na aplicagao do algoritmo da divisao de
nimeros racionais nao negativos por alunos do 2.° CEB, particularmente do
5.° ano de escolaridade, os presentes dados parecem evidenciar que alguns alu-
nos que compoe a turma em estudo revelam dificuldades no calculo da divisao
de numeros racionais representados por fragoes. Estes resultados, contudo, sao
corroborados pelo NCTM []], que realga o facto de os alunos sentirem, tra-
dicionalmente, muitas dificuldades aquando da divisdo destes niimeros, muito
embora inverter o divisor e multiplicar pareca ser uma forma simples para o
fazer. Efetivamente, o aluno 13 evidenciou ter mobilizado procedimentos uti-
lizaveis aquando da adicao e subtracao de niimeros racionais representados por
fragoes e os alunos 1, 8 e 10 resolveram a expressao % =4, como se da expressao
% X 4 se tratasse. Sublinhe-se, por fim, que estes alunos indiciaram sentir, igual-
mente, dificuldades na verificagao dos dados e resultados, uma vez que, como se
constatou, revelaram falta de sentido critico face as solugoes.

Findo este momento, o aluno 12, que resolveu o problema recorrendo a repre-
sentacao simbolica do mesmo, tendo realizado o célculo corretamente e escrito a
resposta correta, procurou expor os seus raciocinios. De facto, este mostrou ter
multiplicado o dividendo pelo inverso do divisor, o que permitiu & turma identifi-
car e assinalar as incorrecoes cometidas. Aqui, procurou-se estimular a reflexao
e argumentacao das concetualizagoes dos alunos, atendendo-se, também, aos
dados e resultados obtidos. Como concluiram, as respostas dos alunos 13, 8, 1
e 10 estavam visivelmente incorretas, atentando no conjunto inicial (% de um
chocolate) e no nimero de subconjuntos (4 amigos).

O aluno 9, por sua vez, demonstrou interesse em apresentar a sua resolugao,
afirmando ter desenvolvido uma estratégia que o conduziu a resposta correta
(Figura|3).

-

1
pl=

Resposta: ||

Figura 3: Resolugdo de um aluno (9) na Tarefa 2 (Problema 1).

Como se pode observar, este aluno resolveu o problema recorrendo & repre-
sentagao pictorica do mesmo. Foi dada particular atencao a sua resolucao, a
qual despertou a admiracao da turma e se revelou similar a dos alunos 3, 5 e

11.
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Em decurso, focalizou-se a atengao da turma na resposta do aluno 9 - “A Elisa
vai dar i de uma metade a cada amigo” - e procurou-se estimular a reflexao e
argumentacao das suas concetualizagoes. Enquanto suporte para esta discussao,
a representacao ativa por cada um dos alunos constitui-se essencial. Como tal,
foram distribuidas folhas de papel (tamanho A5) por cada aluno e foi menci-
onado que cada uma destas representava uma unidade, isto é, um chocolate.
Posto isto, pediu-se aos alunos que, aos pares, manipulassem o papel, de modo
a resolverem (através de outro modo de representagao) o Problema 1.

Denotou-se, de imediato, um envolvimento espontaneo dos alunos nesta ativi-
dade, que nao gerou quaisquer duvidas. Efetivamente, com o intuito de saber
que parte de uma unidade ha em cada subconjunto, os pares comegaram por
representar o conjunto inicial e, posteriormente, separaram-no no nimero conhe-
cido de subconjuntos. Os alunos 1 e 4 deslocaram-se ao quadro e apresentaram
a sua resolugao.

2.2 Intervencgao - Divisao como medida

A intervencao agora descrita visava, principalmente, desenvolver o sentido de
divisao com o significado de medida. Para isso, foi elaborado um novo problema
(Problema 2):

A Elisa pediu & mae chocolate para oferecer a alguns amigos. A mae deu-lhe 2 chocolates
e disse-lhe que deveria oferecer a cada amigo a mesma quantidade de chocolate. Se a Elisa
oferecer é de um chocolate a cada amigo, vai oferecer chocolate a quantos amigos?

Tal como na 12 intervencao, comecou-se por distribuir a cada um dos alunos a
Tarefa 1, para que pudesse ser concretizada individualmente. Esta consistia em
assinalar, de entre as seguintes, a opgao que representa o Problema 2:

L. 2 L X2, 2= L 2+-8

- = 4, = s -— — € 42— 0.

8 8 8
Finda a concretizacao da Tarefa 1 por cada um dos alunos, promoveu-se um
momento de discussao acerca da mesma.

Ora, tal como na intervengao anterior, de um modo geral, os alunos demonstra-
ram facilidades na concretizagao da Tarefa 1. Porém, quatro alunos (13, 2, 3
e 9) ndo assinalaram a expressdo numérica que representa a situagio descrita.
Assim, solicitou-se ao aluno 13 que registasse no quadro a sua resolugao e que
procurasse expor os seus raciocinios. Este assinalou a expressao numérica % X 2.
A Transcrigao 5 procura ilustrar a resolugao do aluno 13:

Aluno 13 - (depois de reler o problema) Jd vi que ndo estd bem. Eu li tudo
mal. . . eu percebi outra coisa, percebi que ela tinha que dar % de um chocolate
a cada amigo, que eram 2. FEntdo eu pensei que ela tinha que multiplicar % de

um chocolate pelos 2 amigos. Nem li bem a pergunta.

Transcrigdo 5. Explicacdo da resolugdo de um aluno (13) na Tarefa 1 (Problema 2).
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Depois disto, o aluno 13 identificou a expressdo que representa a situagao des-
crita (2+ £). Sublinhe-se que os alunos 2 e 3, & semelhanca do aluno 13, afirma-
ram ter assinalado a expressao é X 2 por nao terem lido atentamente o problema.

O aluno 9 também assinalou uma expressao numérica que nao representa a si-
tuagao descrita: % = 2. Apesar de ter revelado dificuldades em explanar os seus

raciocinios, afirmou que a sua resposta estava claramente errada, referindo que
a resposta correta seria 2 =+

1
5

A justificacao destas incorregoes parece correlacionar-se com a leitura desatenta
do enunciado, uma vez que assim que este foi relido a expressao numérica que
representa a situacao descrita foi identificada.

Em decurso, procurou-se estimular a reflexao e argumentacao das concetua-
lizagoes da turma. Para isso, realizou-se uma sistematizacao em plenario, tendo
sido registadas numa tabela as respostas as questoes “O que sabemos?”, “O que
queremos saber?” e “Como vamos descobrir?” no ambito do Problema 2. Por
fim, cada um dos alunos registou a informacao sistematizada e a correcao da
Tarefa 1.

Apoés este momento, os alunos passaram para a Tarefa 2, que pressupunha a
resolugao do problema apresentado individualmente.

No final da concretizacao da Tarefa 2 pela turma, promoveu-se um momento
de discussao acerca da mesma. Solicitou-se a um aluno (10) que registasse no
quadro a sua resolugao e que procurasse expor os seus raciocinios. Este resolveu
o problema recorrendo a representacao simbdlica, contudo calculou incorreta-
mente. A Figura [f] e a Transcrigdo 6 procuram ilustrar a resolugao do aluno
10:

W g

Resposta: A s \ S _‘#z*rf';ﬁ Fjﬁﬂ'&h}\j:f# d %— ter

&m,;%w

Figura 4: Resolugao de um aluno (10) na Tarefa 2 (Problema 2).
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Aluno 10 - Nés sabemos que. . . nos sabemos que dividir estes nimeros € a mesma
coisa que multiplicar. Entao...2 a dividir por % € igual a 2 vezes %. E depois
€ assim...2 vezes 1 e 1 vezes 8, que é %, que €

—

Z .
Transcricdo 6. Explicacdo da resolucdo de um aluno (10) na Tarefa 2 (Problema 2).

Note-se que o aluno 1 afirmou ter procedido da mesma forma. Posto isto,
perguntou-se a turma quem tinha uma resolugdo e/ou resultado diferente e
pediu-se que, tal como o colega, a registasse no quadro e procurasse expor 0s
seus raciocinios.

O aluno 13, outrossim, resolveu o problema recorrendo a representacao simbélica
e calculou incorretamente. A Figura 5| e a Transcricdo 7 procuram ilustrar a
resolucao do aluno 13.

Dudby | Rerduge
|

L 1 4

— CreC T .

g A | l,l"— :-;‘5—=

. |

e 18 L3 en 4

.. la& 8 2+3

}.

Resposta:

Figura 5: Resolu¢ao de um aluno (13) na Tarefa 2 (Problema 2).

Aluno 18 - A regra nao é assim (referindo-se a apresentada pelo aluno 10). A
regra €: dividir € multiplicar pelo inverso. E entdo eu fiz isso. Primeiro eu
tinha que arranjar uma fracdo, e 2 € igual a % FE agora ja dava, % € 0 1nverso.
E depois multipliquei por . Multipliquei os numeradores e os denominadores,
1 por1e2 por8. E deu 5.

Professora - E sendo assim, a tua resposta foi. . .

Aluno 18 - A FElisa vai oferecer chocolate a 16 amigos. % nao dava. F outra
vez 0 1nverso.

Transcricao 7. Explicacdo da resolucdo de um aluno (13) na Tarefa 2 (Problema 2).

Sublinhe-se que o aluno 8 procedeu de forma aniloga.
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Acentue-se, agora, que nove alunos resolveram a Tarefa 2 recorrendo a repre-
sentagao simbdlica do problema, no entanto quatro alunos (1, 8, 10 e 13) cal-
cularam incorretamente. Efetivamente, os alunos 10 e 1 parecem ter presente
a ideia de que dividir nimeros racionais representados por fragdes consiste em
multiplicar esses nimeros e os alunos 13 e 8, por sua vez, parecem ter presente
a ideia de que dividir nimeros racionais representados por fragdes consiste em
inverter o dividendo e multiplicar pelo divisor. Segundo Pinto e Monteiro, este
altimo erro é, de facto, um dos erros tipicos, e indicia “uma completa incom-
preensao do que [os alunos] estao a fazer” ([9], p. 201). De notar, por fim, que
a resposta dada a este problema pelos alunos 10 e 1, ao contrario da registada
pelos alunos 13 e 8, indicia que os primeiros sentem, também, dificuldades na
verificagdo dos dados e resultados, na medida em que, como se constatou, reve-
lou que detém falta de sentido critico face as solugoes.

Findo este momento, o aluno 4, que resolveu corretamente o problema recor-
rendo a representacao simbdlica do mesmo, procurou expor os seus raciocinios.
Este explicou ter multiplicado o dividendo pelo inverso do divisor e, desta forma,
ter obtido a resposta ao problema. Esta exposi¢do permitiu a turma identificar
e assinalar as incorregoes cometidas. Aqui, procurou-se estimular a reflexao e
argumentacao das concetualizagoes dos alunos, atendendo-se, também, aos da-
dos e resultados. Como concluiram, as respostas dos alunos 10 e 1 estavam
visivelmente incorretas, atentando no conjunto inicial (2 chocolates) e na parte
de uma unidade em cada subconjunto (é de um chocolate a cada amigo).

Posteriormente, o aluno 14, foi estimulado a apresentar a sua resolugao, visto
ter desenvolvido uma estratégia que o conduziu & resposta correta (Figura @

e [EE
%1% %
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G
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Figura 6: Resolugdo de um aluno (14) na Tarefa 2 (Problema 2).

Como se pode observar, este aluno resolveu o problema recorrendo & repre-
sentacao pictorica do mesmo. Tal como na 1.* intervengao, foi dada particular
atencao a esta forma de resolugao, a qual despertou a curiosidade da turma e
se revelou similar & dos alunos 3, 5, 6 e 11.
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Em decurso, procurou-se promover a reflexdo e argumentagdo das concetua-
lizagoes da turma. Constituindo-se a representacao ativa por cada um dos alu-
nos fundamental, optou-se, a semelhanca da intervengao anteriormente descrita,
por distribuir folhas de papel (tamanho A5) por cada aluno, mencionando-se
que cada uma destas representava uma unidade, isto é, um chocolate. Posto
isto, pediu-se aos alunos que, aos pares, manipulassem o papel, de modo a re-
solverem (através de outro modo de representagdo) o Problema 2.

Denotou-se, novamente, um envolvimento dos alunos nesta atividade, que nao
gerou quaisquer duvidas. De facto, com o intuito de saber o nimero de subcon-
juntos, os pares comegaram por representar o conjunto inicial e, posteriormente,
separaram-no em subconjuntos com a parte de uma unidade definida a partida.
Os alunos 7 e 12 deslocaram-se ao quadro e apresentaram a sua resolucao.

Por fim, realizou-se uma sistematizacao em plenario, tendo sido confrontadas
as diferentes resolugdes. O principal intuito foi permitir que os alunos estabe-
lecessem uma conexao entre as representagoes simbdlica, icénica e ativa, tendo
surgido uma oportunidade de discutir de forma significativa a divisao como me-
dida e a divisao por % Neste ambito, creio que, entre outros aspetos, o facto de
se ter optado pela modelagao da situacao com recurso as folhas de papel e de se
tratar de uma situagao de divisdo de um nimero inteiro por uma fragdo unitaria
permitiu a turma constatar que 2 =+ % = 2 x 8 = 16. Na verdade, segundo o
NCTM,

os alunos poderao desenvolver conhecimentos aprofundados dos nimeros racionais, por meio
de actividades com uma diversidade de modelos, como tiras de papel (...). Tais modelos
fornecem aos alunos representacgoes concretas de ideias abstractas, facilitando a utilizagao de
representagoes com compreensao, e a flexibilidade na passagem para representacoes equiva-
lentes durante a resolugdo de problemas ([8], p. 254).

Para além disso, Sinicrope, Mick, e Kolb [T1], consideram que para estabelecer
uma relagao entre o raciocinio efetuado na resolucao de situagoes de divisao
como medida e o algoritmo utilizado, é mais intuitivo dividir um ntmero inteiro
por uma fragao unitéria.

No final, foi relembrada, em grande grupo, a exploragao dos problemas 1 e 2 e
sintetizada a informacao. Primeiramente, foram identificados os procedimentos
comuns a exploracao. Em seguida, foram identificados os aspetos que diferen-
ciam os problemas referidos. Num primeiro momento, foi referenciado que o
Problema 1 envolve a divisao de um ntmero representado por uma fracao por
um nimero inteiro e que o Problema 2, por sua vez, envolve a divisao de um
nimero inteiro por um numero representado por uma fragdo. Em plendrio,
foi também definida a interpretacao de divisao inerente aos problemas explo-
rados. As questoes “O que implica esta interpretacdo de divisao?”, “Qual é o
objetivo?”, “O que indica o divisor?” e “O que indica o quociente?” orienta-
ram essa construcao. S6 aqui se referiu que estas interpretagoes se designam,
respetivamente, “Divisao como partilha” e “Divisao como medida”.
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3 Consideracoes finais

A 1.2 intervencao desenvolvida na turma de 6.° ano de escolaridade objeti-
vava, essencialmente, desenvolver o sentido de divisdo em contexto de partilha.
Para isso explorou-se o Problema 1, que envolve esta interpretacao de divisao,
e verificou-se que a maioria dos alunos o identificou como envolvendo uma si-
tuacao de divisao. A 2.? intervencao, por sua vez, visava, sobretudo, desenvolver
o sentido de divisao com o significado de medida. Neste ambito, explorou-se o
Problema 2, que envolve esta interpretacao de divisao, e verificou-se que a maio-
ria dos alunos o identificou como envolvendo uma situacao de divisao. Todavia,
quatro alunos nao identificaram primeiramente o problema como envolvendo
uma situacao de divisdo. Uma vez relido, a expressdo numérica correta foi
identificada. Posto isto, creio poder afirmar que, na globalidade, nao se verifi-
caram dificuldades na identificacao dos problemas explorados como envolvendo
situagoes de divisao.

Aquando da exploracdo do Problema 1, constatou-se que dos oito alunos que
recorreram (ou procuraram recorrer) a representagao simbdlica para o resolver,
quatro alunos calcularam incorretamente % =4 e um nao o efetuou. Efetiva-
mente, um aluno evidenciou ter mobilizado procedimentos utilizaveis aquando
da adicao e subtragao de nimeros racionais representados por fragoes e os res-
tantes trés alunos resolveram a expressao numérica % =4, como se da expressao
numérica % x 4 se tratasse. No ambito do Problema 2, urge afirmar que se
verificou que, dos nove alunos que recorreram a representacao simbodlica do pro-
blema, quatro alunos calcularam incorretamente 2 - %, evidenciando intimeras
dificuldades. Com efeito, dois alunos parecem ter presente a ideia de que di-
vidir nimeros racionais representados por fragoes consiste em multiplicar esses
nimeros e, por sua vez, os outros dois alunos parecem ter presente a ideia de
que dividir nimeros racionais representados por fragoes consiste em inverter o
dividendo e multiplicar pelo divisor. Os presentes dados parecem evidenciar,
portanto, que se verificaram dificuldades na realizagao de divisdes por métodos
formais.

Como supramencionado, pode-se constatar que ocorreram a principio incorregoes
devido a nao verificagao dos dados dos problemas. Como tal, depois de se terem
relido os mesmos, foram facilmente reconhecidos pelos alunos lapsos que se jus-
tificaram pela leitura desatenta. Apds se ter focalizado a atenc¢do dos alunos nos
conjuntos iniciais e nos niimeros de subconjuntos ou nos nimeros de elementos
em cada subconjunto, foram também identificadas situacgoes pelos proprios que
revelavam a sua falta de sentido critico face as solugoes obtidas. Estes factos
pareceram indiciar que se denotaram dificuldades na verificacao dos dados e
resultados dos problemas.

Importa ainda sublinhar que responder as questées “O que sabemos?”, “O que
queremos saber?” e “Como vamos descobrir?” aquando da exploracao dos pro-
blemas se revelou proficuo, na medida em que permitiu, num primeiro momento,
sistematizar a informacao e, posteriormente, desencadeou discussoes acerca das
(dis)semelhancas entre os problemas que se revelaram significativas.

E importante, outrossim, referenciar o papel central da manipulacao de material
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neste projeto, uma vez que, como se constatou, para além de motivar os alu-

nos,

lhes permitiu modelar e clarificar o seu entendimento dos problemas e da

prépria representacao simbdlica. E, ainda, lhes permitiu comunicar eficazmente
com oS outros.
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Resumo: O presente artigo retrata parte de um projeto de intervengao pe-
dagdgica supervisionada cujos principais objetivos foram potenciar a compre-
ensao de conceitos geométricos elementares e desenvolver a comunicagcao ma-
temdtica nos alunos de uma turma de 4.° ano de escolaridade. De acordo com
uma metodologia de investigagdo de cardter qualitativo, e adotando como es-
tratégia de investigagdo o estudo de caso, procurou-se perceber que dificuldades
se wverificaram na construcdo e classificagdo de conceitos geométricos elementa-
res e qual o papel desempenhado pela comunicacao matemdtica na aprendizagem
de conceitos geométricos elementares.

Palavras-chave: geometria; quadrilateros; comunicagao matematica; 1.° ciclo
do Ensino Basico.

1 Classificacao dos Quadrilateros e
Comunicacao Matematica

De acordo com o National Council of Teachers of Mathematics [10], do 3.° a0 5.°
ano de escolaridade, os alunos devem centrar-se na identificacdo e descricao de
propriedades de formas bi e tridimensionais, desenvolvendo, simultaneamente, o
vocabuldrio especializado que lhes estd associado. Para isso, “os alunos devem
desenhar e construir formas, comparar e discutir os seus atributos, classifica-las,
e elaborar e reflectir sobre defini¢coes, baseadas nas propriedades das formas”
([10], p. 191).
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Fischbein e Mariotti consideram que o processo de classificagdo consiste em
identificar propriedades comuns pertinentes que determinam uma categoria [4].
Tal como Fonseca refere, “observando os quadrildteros podemos descobrir al-
gumas particularidades que os caracterizam e relacionam uns com os outros”
([B], p- 271). Neste sentido, De Villiers aborda dois tipos de classificagdo de
quadrildteros: partitiva e hierdrquica [I.

Numa classificacao partitiva, “the various subsets of concepts are considered
to be disjoint from one another” ([I], p. 11). O autor apresenta um exemplo
de uma classificacdo partitiva (Figura (1)), onde é percetivel que os quadrados
nao sao considerados losangos nem retangulos e, por sua vez, estes nao sao
considerados paralelogramos.

Quadrilateros
Paralelogramos Losangos Retangulos Quadrados

Figura 1: Exemplo de classificacao partitiva.

Relativamente a classificacao hierarquica, De Villiers esclarece que “by the term
hierarchical classification is meant here the classification of a set of concepts in
such a manner that the more particular concepts form subsets of the more gene-
ral concepts” ([I], p. 11). Ora, tendo em conta o exemplo dado anteriormente,
quando temos por base uma classificacao deste tipo, os losangos e os retangulos
sao subconjuntos dos paralelogramos e os quadrados aparecem na intersegao dos
losangos e dos retangulos (Figura .

Paralelogramos

Losangos Retingulos

NS

Quadrados

Figura 2: Exemplo de classificacao hierdrquica.

O processo de definir estd, como é evidente, intimamente relacionado com a
classificagao de qualquer conjunto de conceitos. De Villiers exemplifica esta
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afirmacao referindo que classificar hierarquicamente os paralelogramos como
trapézios requer que definamos trapézio como um quadrildtero com pelo menos
um par de lados paralelos [I]. Se, pelo contrario, definirmos trapézio como um
quadrilatero com apenas um par de lados paralelos, estamos a fazer uma clas-
sificagdo partitiva. Assim, “under the exclusive definitions, parallelograms are
not trapezoids. Under the inclusive definition, they are” ([12], p. 27).

Ora, apesar de a classificagao partitiva poder ser aceite, a classificagao hierarquica
é preferencial. No que concerne especificamente a classificagao de quadrilateros,

os normativos legais em vigor em Portugal, atribuem uma preferéncia pela clas-

sificacao hierdarquica. A titulo de exemplo, pode ler-se os seguintes descritores:

“reconhecer o quadrado como caso particular do retangulo” ([8], p. 6), “reco-

nhecer o quadrado como caso particular do losango” ([§], p. 12) e “justificar

que um paralelogramo é um trapézio” ([8], p. 50).

Erez e Yerushalmy afirmam que “learning in this sense means learning to analyse
the attributes of different quads, to distinguish between critical and non-critical
attributes of different quads, and also learning the hierarchy among quads” ([3],
p. 272). A este respeito, Hershkowitz alerta-nos para a utilizagao frequente de
exemplos protétipos dos conceitos. De acordo com a autora, “the prototype
examples were usually the subset of examples that had the longest list of attri-
butes - all the critical attributes of the concept and those specific (noncritical)
attributes that had strong visual characteristics” ([7], p. 82). Note-se que criti-
cal attributes sao aqueles que uma figura deve ter para ser considerada exemplo
de um dado conceito, enquanto noncritical attributes apenas alguns exemplos
do conceito possuem [7]. Ora, os noncritical attributes dos exemplos protétipos
geralmente possuem fortes caracteristicas visuais, criando, possivelmente, um
efeito distrativo. Desta forma, estes podem sobrepor-se a definicdo do conceito,
impedindo os alunos de perceber, por exemplo, tendo por base uma classificagao
hierarquica, que o quadrado é um retangulo. Os alunos podem criar, assim,
uma “imagem limitada do conceito (...) que pode vir a tornar-se um verda-
deiro obstdculo de aprendizagem” ([6], p. 99), sendo por isso “necessirio que os
alunos observem muitos exemplos de figuras correspondentes ao mesmo conceito
geométrico, bem como uma variedade de figuras que nao sejam exemplos desse
conceito” ([I0], p. 114), sendo que “é através das discussdes de turma, acerca
desses exemplos e contra-exemplos, que os conceitos geométricos sao desenvol-
vidos e aperfeigoados” ([10], p. 114).

Na verdade, o presente estudo tem por base uma perspetiva segundo a qual a
matematica é vista como uma “construgao cultural partilhada pelos interveni-
entes e as aulas sao caracterizadas pelos processos de interacgao social entre o
professor e os alunos” ([I1], p. 42) “com vista & negociacao de conceitos ma-
tematicos e a construgdo de novos conhecimentos” ([I1], p. 43).

O Programa de Matemaética para o Ensino Bésico preconiza que os desempenhos
que os alunos deverao evidenciar em cada ciclo devem concorrer, entre outros
aspetos, para uma comunicacao adequada a matemdtica, salientando o facto
de que “os alunos devem ser incentivados a expor as suas ideias, a comentar as
afirmacoes dos seus colegas e do professor e a colocar as suas dividas” ([9], p. 5).
De facto, “aprender a analisar e a reflectir sobre o que os outros dizem é essencial
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ao desenvolvimento do conhecimento e da compreensao quer de contetdos, quer
de processos” ([10], p. 150).

2 O Estudo

O presente estudo é parte integrante de um Projeto de Intervencao Pedagogica
Supervisionada realizado no ambito da unidade curricular Prética de Ensino
Supervisionada, incluida no plano de estudos do Mestrado em Ensino nos 1.° e
2.° ciclos do Ensino Bésico da Universidade do Minho.

Numa primeira fase, a Pratica de Ensino Supervisionada desenvolveu-se no 1.°
ciclo do ensino bésico, numa turma do 4.° ano de escolaridade pertencente a
uma escola de Braga. A turma era constituida por 26 alunos com 9 anos de
idade, sendo 15 do sexo feminino e 11 do sexo masculino.

Os principais objetivos deste projeto foram potenciar a compreensao de con-
ceitos geométricos elementares e desenvolver a comunicagao matematica. Neste
sentido, foram desenvolvidas cinco intervengoes, cada uma com a duragao de 180
minutos. Sumariamente, na 1.* intervengao pretendeu-se, essencialmente, de-
senvolver a compreensao do conceito de poligono; na 2.* intervengao objetivou-
-se promover a classificacao de poligonos atendendo ao ntmero de lados e a
regularidade e a compreensao do que sao poligonos geometricamente iguais; na
3.2 intervengao pretendeu-se promover a identificagdo de propriedades de qua-
drilateros; na 4.% intervencao objetivou-se promover a classificacao hierdrquica
dos quadrilateros e potenciar a reflexao sobre as relacoes entre os quadrilateros;
e na 5.* intervencgao pretendeu-se promover a descricao de quadrildteros e a
representacao de quadrilateros tendo por base uma descrigao. Desenvolver a
comunicacdo matemaética foi um objetivo transversal a todo o projeto, pelo que
foram criados em todas as sessoes varios momentos de partilha de pensamentos
matematicos e discussao.

Tendo por base uma metodologia de investigacao de carater qualitativo e uti-
lizando como estratégia de investigacao o estudo de caso, pretendeu-se perce-
ber que dificuldades se verificaram na construgao e classificagdo de conceitos
geométricos elementares e qual o papel desempenhado pela comunicagao ma-
temdtica na aprendizagem de conceitos geométricos elementares. Neste sentido,
a interpretacao e avaliacao da intervengao baseou-se nos documentos construidos
pelos alunos e nas interacoes aluno-aluno e alunos-professor. Em particular, es-
tas foram possibilitadas gracas a observagao, ao registo audiovisual de cada
intervencgao e a registos escritos regulares. Note-se que, da turma, foram seleci-
onados seis alunos, aos quais se atribuiram os seguintes nomes ficticios: Maria,
Alice, Guilherme, Rui, Rita e Tomas.

O presente estudo incide, sobretudo, na classificagao hierarquica dos quadrilate-
ros, sendo apenas apresentadas a 3.* e a 4.* intervengoes, intituladas, respe-
tivamente, “Identificacao de Propriedades de Quadrilateros” e “Classificagao
Hierarquica dos Quadrilateros”. Uma vez que o Tomas estava doente e nao
esteve presente nestas duas intervengoes, nao serao apresentados quer dados
escritos, quer orais, referentes a este aluno.
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Identificacao de Propriedades de Quadrilateros

Nesta intervencao pretendia-se desenvolver a comunicagao matemadtica e pro-
mover a identificagao de algumas propriedades geométricas, essencialmente, de
quadrilateros. Neste sentido, foram criadas duas tarefas El as quais se seguiu um

jogd?]

A primeira tarefa era composta por quatro perguntas com a mesma estru-
tura. Objetivava-se, essencialmente, que os alunos, a partir de um conjunto
de poligonos agrupados e de poligonos nao agrupados, analisassem as suas pro-
priedades e descobrissem o critério usado para os agrupar. Apesar de ter sido
explicitado o que se pretendia com a tarefa, os alunos revelaram algumas davidas
relativamente ao que era pedido, pelo que foi proposto que respondessem, ini-
cialmente, apenas a primeira pergunta. Findo este momento, seguiu-se uma
discussao e corregao da resolugao, no sentido de diminuir possiveis dificuldades
relacionadas com este aspeto.

Perante o primeiro conjunto de poligonos apresentado (Figura [3), a Maria, a
Alice, a Rita e o Rui responderam que a propriedade comum aos poligonos
agrupados era o facto de terem lados paralelos e o Guilherme respondeu que os
poligonos agrupados eram quadrilateros.

B
I

XY,

Figura 3: Conjunto de poligonos apresentado na pergunta 1.

A aluna que foi ao quadro explicar o seu raciocinio (Rita) indicou, em cada
poligono, os lados paralelos. E, em grande grupo, vimos quantos pares de lados
paralelos apresentava cada um dos poligonos agrupados. Concluimos, assim, que
enquanto alguns poligonos tinham dois pares de lados paralelos, outros apresen-
tavam apenas um par. A transcrigdo que se segue revela o didlogo que decorreu
apos esta constatagao, onde se destaca a intervencao final da Rita.

1 Apenas serd aqui descrita a primeira tarefa realizada.
2Este jogo resulta de uma adaptacdo de um jogo intitulado Guess what da autoria de
Johanson Terry, presente no sitio http://illuminations.nctm.org/Lesson.aspx?id=2989
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Professora: Entao vamos escrever a resposta. Qual foi o critério usado para
agrupar os poligonos?

Maria: E ter lados paralelos.

Rita: Eu acho que so acrescentava uma coisa.

Professora: O qué?

Rita: E ter pelo menos um par de lados paralelos.

No final desta discussao, o Guilherme optou por nao expor o seu raciocinio ini-
cial, revelando concordar com a resposta dada pelos seus colegas. Note-se que a
sua resposta nao era aceitavel, nao s6 porque era apresentado um pentagono no
grupo dos poligonos agrupados, mas porque os poligonos nao agrupados eram
quadrilateros.

Perante o segundo conjunto de poligonos apresentado (Figura, todos os alunos
referiram que o critério usado para agrupar os poligonos foi ter dois pares de
lados paralelos.

-

Figura 4: Conjunto de poligonos apresentado na pergunta 2.

No caso do terceiro conjunto de poligonos apresentado (Figura [5]), a Maria, a
Alice, a Rita e o Rui responderam que o critério usado para agrupar os poligonos
foi ter todos os angulos retos e o Guilherme referiu que foi ter quatro lados,
quatro vértices, quatro angulos e dois pares de lados paralelos.

No momento de partilha das diferentes respostas houve oportunidade para dis-
cutirmos diferentes formas de a escrever corretamente, tal como demonstra o
seguinte didlogo.

Professora: Agora vamos ver como é que vocés escreveram.

Alice: A propriedade usada para agrupar os poligonos € que tém ambos quatro
angulos retos.

Professora: E verdade?

Alunos: Sim.

Professora: Alguém escreveu de forma diferente?

Rui: E igual, eu nao disse quatro angulos retos, disse todos os angulos retos.
Catarina: Eu pus apenas dngulos retos.

Professora: Sim. E porque é que escreveste apenas?
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Figura 5: Conjunto de poligonos apresentado na pergunta 3.

Catarina: Porque nas de fora hd figuras que também tém angulos retos, mas
ndo sao todos [A aluna foi ao quadro indicar o tipo de adngulos nos poligonos
nao agrupados.

Rui: O professora, mas isso foi o que jd dissemos.

Professora: Pois foi, mas foi dito de forma diferente. Tu disseste que os
poligonos agrupados tinham todos os angulos retos. Ela disse que tinham apenas
angulos retos. E 0 mesmo, mas foi outra forma de dizer corretamente.

Este didlogo foi importante para que os alunos analisassem e refletissem sobre
0 que os seus colegas escreveram, tomando consciéncia de que as respostas nao
tém necessariamente de ser iguais para serem igualmente corretas. O Guilherme
voltou a dar uma resposta nao aceitavel, parecendo revelar, ainda, alguma in-
compreensao da tarefa. O aluno escreve, de facto, propriedades dos poligonos
agrupados - “ter cada um quatro lados com dois pares de lados paralelos, qua-
tro vértices e quatro angulos” -, algumas das quais comuns aos poligonos nao
agrupados, nao identificando, desta forma, o critério utilizado para os agrupar.

Perante o quarto conjunto de poligonos apresentado (Figura@, a Alice, o Gui-
lherme, a Rita e o Rui referiram que o critério usado para agrupar os poligonos
foi ter todos os lados do mesmo poligono com igual comprimento. A Maria, ape-
sar de ter identificado corretamente um critério usado para agrupar os poligonos,
este diferiu do indicado pelos restantes colegas - “eu descobri que se nés dividir-
mos por aqui os poligonos agrupados [a aluna tragou as diagonais de cada um dos
poligonos agrupados] formam-se tridngulos geometricamente iguais” (Maria).
Aquando da partilha das respostas surgiu uma situagdo de discussio, a seguir
transcrita, interessante do ponto de vista da comunicagao matematica.

Dinis: A propriedade usada para agrupar os poligonos € ter os lados todos com
a mesma medida.

Alice: [Dirigida ao Dinis] Em todas as figuras o comprimento dos lados é o
mesmo? Eu acho que ndo.

Professora: Porqué?

Alice: Neste eu sei que cada lado mede dois centimetros. Neste eu jd nao me
lembro, mas sei que mede diferente de dois centimetros. E neste aqui também.
Por isso ndo podemos dizer que todos os poligonos [agrupados] tém os lados com
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=

Figura 6: Conjunto de poligonos apresentado na pergunta 4.

0 mesmo comprimento.
Professora: O que € que tu querias dizer (Dinis)?
Dinis: Que cada figura tem os lados com o mesmo comprimento.

De facto, o didlogo mostra que a Alice revela fazer uma anélise critica daquilo
que o seu colega escreveu, ajudando-o a tomar consciéncia de que é necessario
ter algum rigor linguistico ao escrever a sua resposta sob pena de, neste caso,
nao ser compreendido pelos seus colegas.

No final da intervencao foi realizado um jogo onde os alunos tinham de identi-
ficar e comparar propriedades de quadrildteros. Neste sentido, foi distribuido,
por cada aluno, um envelope que continha cartoes com representagoes de qua-
driléteros (Figura [7)).

a) b) <)

<@

Figura 7: Cartoes com representagoes de quadrilateros distribuidos pelos alunos.

Os alunos foram informados que iria ser selecionado um dos quadrilateros e que
deveriam tentar descobrir qual era. Para isso, deveriam fazer perguntas acerca
das propriedades que o quadrilatero possuia (Exemplo: O quadrildtero tem dois

({9 ”

pares de lados paralelos?) e s6 iriam obter uma das seguintes respostas: “sim
ou “nao”. Note-se que foi esclarecido que os alunos nao poderiam utilizar a
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designacao atribuida ao quadrildtero (Exemplo: Eo quadrado?). A medida que
as perguntas iam sendo respondidas, os alunos deveriam ir eliminando hipéteses
e, quando descobrissem, deveriam partilhar com a turma, justificando o seu ra-
ciocinio. Para facilitar o momento de discussao que se seguiu, foram escritas no
quadro todas as perguntas que os alunos fizeram, bem como todas as respostas.

Ressalve-se que o jogo contemplou quatro repetigdes. Contudo, apenas sera dado
destaque as duas primeiras jogadas por apresentarem mais relevancia para o es-
tudo.

Na Tabela[I]sdo apresentadas as perguntas colocadas durante a primeira jogada,
bem como as respostas dadas e os quadriladteros que era possivel eliminar com
cada informagao. Note-se que, durante as jogadas, houve alunos que julgavam
ter descoberto o poligono sem, contudo, terem dados suficientes para o fazer.
Estas intervengoes apresentam-se nas tabelas relativas a cada jogada (Tabelas
e[2) sob a forma de uma linha sombreada.

Tabela 1: Primeira jogada.

Aluno Pergunta Resposta Quadrilateros
Eliminados
Dinis Tem todos os lados Nao b), e)
com o mesmo comprimento?
André Os angulos tém todos Nao a)
a mesma amplitude?

Martim Tem quatro lados? Sim -

Rui Tem dois pares de Nao d)

lados paralelos?
Rui Tem pelo menos um par Nao c)

de lados paralelos?

A Rita, depois das primeiras trés perguntas e respetivas respostas disse que ja
tinha descoberto o poligono - considerava que era o poligono d). Neste sentido,
percorremos cada uma das perguntas para aferirmos qual dos poligonos conse-
guiriamos eliminar com cada uma das informagdes. A aluna referiu que, com a
primeira resposta, conseguiu eliminar o quadrildtero b) e e) e, com a segunda, o
quadrildtero a). Note-se que a pergunta feita pelo Martim nao fez sentido para
a maioria dos alunos uma vez que todos os poligonos tinham quatro lados, nao
sendo possivel eliminar nenhum quadrilatero - “Todos tém quatro lados. Esta
pergunta é desnecessdria” (Alice). Apds este momento, a Rita percebeu que a
conclusao a que tinha chegado era precipitada - “Professora, preciso de mais
perguntas...” (Rita) -, pelo que o jogo prosseguiu.

No final da resposta a ultima pergunta do Rui quase todos os alunos levan-
taram o dedo porque j& tinham descoberto que era o quadrildtero f). Mesmo
assim, confirmamos que poligonos conseguiriamos eliminar com cada uma das
informacoes. Depois de descoberto o poligono, resolvi fazer uma extensao ao
jogo, tal como se pode ler na seguinte transcrigao.
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Professora: Vocés fizeram estas perguntas todas até descobrir. Agora que vocés
sabem qual era o poligono, que pergunta € que vocés me fariam para descobrir
mais rapido?

Dinis: Tem pelo menos um par de lados paralelos?

Professora: E eu dizia nao. E elimindvamos quais?

Rui: Essa, essa, essa, essa e essa [a), b), ¢), d), e)].

Ora, este exemplo mostra que estes alunos revelam ser capazes de analisar os
atributos dos diferentes quadrilateros representados e distinguir entre critical
attributes e noncritical attributes [7]. De facto, rapidamente constataram que a
propriedade “ter pelo menos um par de lados paralelos” era comum a todos os
quadrildteros, exceto ao quadrilatero f).

Na segunda jogada (Tabela, depois de responder as duas primeiras perguntas,
o Rodrigo achou que ja tinha descoberto (o aluno pensou que era o poligono
e)), pelo que fomos, novamente, confirmar. Apurou-se que o aluno considerou
que o losango nao quadrado nao tinha todos os lados com igual comprimento.
Note-se que o aluno tinha acertado no poligono, mas como nao tinha informagao
suficiente para o afirmar, depois de a duvida do aluno ter sido esclarecida, o jogo
continuou.

Tabela 2: Segunda jogada.

Aluno Pergunta Resposta Quadrilateros
Eliminados
Catarina  Tem pelo menos um par Sim f)
de lados paralelos?
Maria Os lados tém todos Sim a), c), d)

0 mesmo comprimento?

Alice Tem pelo menos Sim b)
um angulo reto?

Depois de respondida a tultima pergunta, um grande ntmero de alunos voltou
a levantar o dedo, uma vez que ja tinha descoberto o poligono em questao - e).
A semelhanca do que foi feito na jogada anterior, no final, perguntei aos alunos
que pergunta(s) me fariam para descobrir mais rapidamente o poligono.

Rita: Fu fazia uma perqunta que era: todos os seus angulos sdo dngulos retos?
E a professora dizia sim. E elimindvamos este, este, este e este [f), ¢), b) e d)].
Professora: Sim, e ficdvamos com dois. . . por isso tinhamos que fazer outra.
Rui: Todos os seus lados tém igual comprimento?

Professora: E eu respondia nao e elimindvamos esta [a)]. E sé com duas per-
guntas descobriamos.

Na verdade, creio que a opcao pela realizacao deste jogo foi proficua, na medida

em que proporcionou um refor¢o das aprendizagens acerca das propriedades dos
quadrilateros. Para além disso, os alunos encontraram no jogo uma motivagao
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adicional, desenvolvendo, simultaneamente, a comunicagao e o raciocinio ma-
tematico

Classificagao Hierarquica dos Quadrilateros

Esta intervencgao tinha como objetivo primordial a criacao de um esquema de
classificagao hierdrquica dos quadrilateros tendo por base as propriedades estu-
dadas.

Num primeiro momento, foi realizada uma tarefa onde os alunos tinham de reco-
nhecer se certos quadrildteros (Figura [8)) detinham determinadas propriedades
(pelo menos um par de lados paralelos, dois pares de lados paralelos, todos os
angulos internos com igual amplitude, todos os lados com igual comprimento).

Figura 8: Quadrilateros representados na tarefa.

Apesar de os alunos em estudo terem efetuado toda a tarefa com correcao, houve
alguns que, quando o quadrilatero apresentava dois pares de lados paralelos, nao
selecionaram a propriedade ter pelo menos um par de lados paralelos. Este as-
peto foi debatido em grande grupo, tendo contribuido para o seu esclarecimento
a intervengdo dos restantes alunos - “Se tem dois [pares de lados paralelos| tem
de ter pelo menos um” (Rui).

A este momento seguiu-se a apresentacdo do diagrama, que serviu de base ao
esquema, contemplando apenas uma etiqueta (Figura E[) Antes de completar-
mos o diagrama numa cartolina de formato A2, este foi projetado e construido
em discussao com os alunos, no computador.

O preenchimento do diagrama teve varias fases. Inicialmente, pediu-se aos alu-
nos que organizassem, no mesmo, as diferentes propriedades contempladas na
tarefa anterior, sendo neste momento irrelevante as designagoes atribuidas aos
quadrilateros. Posteriormente, foi pedido que referissem onde deveriamos colo-
car, no diagrama, os diferentes quadrildteros presentes na tarefa anteriormente
realizada, nao tendo sido notada a presenca de qualquer duvida. Numa ter-
ceira fase, foi pedido aos alunos que se pronunciassem relativamente as de-
signacoes dos quadrildteros. Note-se que estes apenas tinham conhecimento das
designagoes quadrado, retangulo e losango, tendo sido apresentadas, neste mo-
mento, as designacoes trapézio e paralelogramo.

Numa ultima fase, foi pedido aos alunos que “deﬁnissem”ﬂ cada um dos tipos

3Ressalve-se que, apesar de se considerar que aprender a definir é um problema basilar da
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QUADRILATEROS
Poligonos com
quatro lados

Figura 9: Diagrama que serviu de base ao esquema de classificagao hierdrquica
dos quadrilateros.

de quadrilateros envolvidos. Comecei por perguntar-lhes o que era um trapézio.
A Maria referiu que era um poligono que tinha pelo menos um par de lados
paralelos. Neste sentido, representei um undecdgono com um par de lados pa-
ralelos. Veja-se, na seguinte transcrigao, o didlogo que se seguiu a este momento.

Maria: Paralelogramo € um trapézio com dois pares de lados paralelos.
Professora: Quando nds dizemos “paralelogramo € um trapézio”, o que é que
nds ja estamos a dizer?

Rui: Que tem quatro lados e pelo menos um par de lados paralelos.

Alice: E so temos de acrescentar os dois pares de lados paralelos. Mas um
trapézio nao tem dois pares de lados paralelos. . .

Maria: Pode ter!

Rui: Pois pode, porque ali diz pelo menos. Um paralelogramo é um trapézio
porque tem pelo menos um par de lados paralelos, mas tem dois. Entdo, é um
trapézio com dois pares de lados paralelos.

De facto, apesar de a Alice ja ter contactado com exemplos e contraexemplos
do conceito em causa, o protétipo de trapézio ainda predomina. Isto é, vé o
trapézio como um quadrildtero com exatamente um par de lados paralelos, nao
aceitando que o paralelogramo é um trapézio, baseando-se, desta forma, numa
classificacao partitiva.

Quando perguntei aos alunos o que consideravam ser um retangulo a resposta foi
imediata - “Retangulo é um paralelogramo com todos os seus angulos internos
com igual amplitude” (Guilherme). No entanto, a Maria teve algumas duvidas,
tendo sugerido o acréscimo de uma condigao, tal como se pode ver na seguinte
transcrigao.

Maria: Eu ndo discordo do que ele disse, mas acho que deviamos acrescentar
que tem dois pares de lados paralelos.

educacao matemadtica, sendo essencial envolver ativamente os alunos no processo de definir
[2], ndo é expectdvel que os alunos nos primeiros anos produzam defini¢des que obedegam a
todos os principios 16gicos. Por este motivo, sempre que se tratarem de definigoes construidas
pelos alunos serao colocadas aspas.
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Alice: Eu vou ajudar a (Maria). Nds ao dizermos paralelogramo jd estamos a
dizer isso.

Professora: (Alice), anda escrever aqui aquilo que nds jd estamos a dizer quando
escrevemos paralelogramo. [Figura

Figura 10: Intervencao da Alice no quadro.

Veja-se que, uma vez mais, foi fundamental a intervencao dos alunos, destacando-
-se a Alice, que revela compreender que uma definigdo estabelece condigGes
necessérias e suficientes, tendo mostrado a Maria que a sua sugestdo nao era
necessaria a defini¢do ja construida. Relativamente a defini¢ao de losango, todos
os alunos concordaram com a intervencao do Guilherme - “Um losango é um
paralelogramo com todos os lados com o mesmo comprimento”.

O processo de construcgao da “definicao” de quadrado teve como ponto de partida
uma intervencao do André, que foi escrita no quadro: “Um quadrado é um
quadrilatero com dois pares de lados paralelos, com todos os seus lados com
igual comprimento e com todos os seus angulos com igual amplitude”. Tendo por
base esta intervencao, foram detalhadamente exploradas as afirmacgoes da Rita
- “Eu acho que podemos dizer de outra maneira. O quadrado é um retangulo
com todos os seus lados com igual comprimento” - e do Guilherme - “Eu acho
que o quadrado também é um losango com todos os angulos internos com igual

amplitude” (Figura [11]).

Figura 11: Registo no quadro da intervengao do André, da Rita e do Guilherme.
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A Maria, aquando desta discussao, apesar de ter concordado com a intervengao
da Rita, mostrou alguma relutancia em aceitar que o quadrado é um losango, tal
como afirmado pelo Guilherme. A este respeito, veja-se a seguinte transcrigao.

Professora: E por que € que um quadrado € um losango?

Maria: Nao é. ..

Rui: E, é!

Professora: Bem, a (Maria) diz que nao €, o (Rui) diz que é. (Maria) por que
€ que achas que um quadrado ndo é um losango?

Maria: Porque. .. calma. O quadrado tem todos os angulos internos com igual
amplitude. . .

Rui: O (Maria), entdo assim um quadrado também nao pode ser um retingulo!
Eu sei qual € a duvida dela. E porque o losango nao tem uma propriedade que
o quadrado tem, mas o retingulo também nao tem. (Maria), um quadrado €
um losango porque tem todas as propriedades que um losango tem, que sdao ter
quatro lados, ter dois pares de lados paralelos e ter todos os lados com igual
comprimento, mas ainda tem mais uma que € ter todos os angulos internos com
igual amplitude, mas isso nao quer dizer que ele nao seja um losango.
Professora: Percebeste (Maria)?

Maria: Sim.

Na verdade, tal como sublinhado pelo Rui, por uma figura possuir determina-
das propriedades, diferentes de outra, nao significa que a primeira nao possa
pertencer a um subconjunto da segunda. A imagem do conceito de losango que
a Maria parece ter é a de um paralelogramo com quatro lados congruentes, um
par de angulos agudos congruentes e um par de angulos obtusos congruentes,
vendo estas caracteristicas como critical attributes [7]. Ora, como o quadrado
nao possui todos estes atributos, a Maria considera que o quadrado nao é um
losango.

No final da intervencao, colamos as respetivas etiquetas na cartolina e foram
distribuidos mais cartoes com representacoes de quadrildteros, de forma a mini-
mizar a criagdo de imagens dos conceitos incorretas/incompletas, sendo pedido
aos alunos que os colassem no local onde consideravam correto e justificassem a
sua opg¢ao. Nesta atividade nao se verificaram dificuldades.

3 Consideracgoes Finais

Ao longo do presente estudo, foi possivel verificar que as dificuldades observadas
na construcao e, consequentemente, na classificagao de conceitos geométricos
se relacionaram com o facto de o raciocinio geométrico dos alunos ser signi-
ficativamente influenciado pelas suas restritas imagens mentais dos conceitos,
associadas, frequentemente, a exemplos protétipos. Relacionada com esta di-
ficuldade, que se prende com a natureza complexa dos conceitos figurativos e
provavelmente com as experiéncias de aprendizagem proporcionadas até entao,
encontra-se a complexidade em analisar os atributos dos diferentes quadrilateros
e em distinguir critical attributes e noncritical attributes [7.
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Ao longo do estudo, foi também notodria a crescente consciencializagao, por parte
dos alunos, da importancia de comunicar o seu pensamento de forma coerente e
clara, utilizando uma linguagem correta do ponto de vista matematico. Note-se
que, para tal, foi essencial o papel desempenhado pelos restantes alunos, nome-
adamente no que diz respeito a analise e reflexao feitas sobre as intervencgoes
orais e/ou escritas. Foi visivel que estas estratégias contribuiram, também, para
o reconhecimento dos colegas como interlocutores a atender durante o processo
de aprendizagem.

Na verdade, as oportunidades e incentivos dados aos alunos para comunicar
matematicamente (quer escrita, quer oralmente) e o confronto de pensamen-
tos matematicos, aliado a consciencializacao da importancia do uso de uma
linguagem matematicamente correta, desenvolveu, nos alunos, a capacidade de
comunicagao matematica. Esta afirmagao corrobora a conclusao de Ponte et al.
[11]:

,
E ao escrever e falar sobre a Matemaética, usando a linguagem nao sé para expressar os seus
pensamentos, mas também para partilhar significados, para compreender os argumentos dos
outros alunos e do professor, que os alunos desenvolvem a sua capacidade de comunicacao

matematica. ([11], p. 46)

Conclui-se, ainda, que a comunicagao matematica teve um papel basilar para
apoiar a compressao dos conceitos geométricos por parte dos alunos. Ora,
durante o processo de comunicacao foram negociados, em grande ou pequeno
grupo, diferentes significados, o que contribuiu para que os alunos refletissem
sobre a sua compreensao matemadtica e aprofundassem e alargassem os seus
conhecimentos acerca de conceitos matematicos.
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Resumo: Nesta sec¢cdo do Jornal das Primeiras Matemdticas apresentam-se
regularmente alguns problemas de matemdtica de livros escolares portugueses do
passado.

Palavras-chave: manuais de matematica antigos, problemas de matematica
elementar.

1 Preambulo

Os problemas escolares utilizados no ensino da Matematica, em particular no
ensino elementar, tém sofrido algumas alteragoes ao longo dos tempos. Mui-
tas vezes a diferenga nao esta nos contetidos — pois as matérias bésicas como a
aritmética e a geometria, de grosso modo, mantém-se as mesmas — mas sim na
forma e no contexto com que estes problemas sao apresentados.

Nesta seccao do Jornal das Primeiras Matemdticas apresentaremos regular-
mente alguns problemas de matematica que foram publicados em livros escolares
portugueses do passado. Contaremos com a colaboracao dos nossos leitores, que
poderao fazer-nos chegar copias de problemas antigos que considerem interes-
santes através de o e-mail hbmpinto1981@gmail.com.

2 Cartilha maternal (Joao de Deus)

O texto indicado nesta edigao é a obra Cartilha Maternal ou Arte de Leitura da
autoria de Jodao de Deus (1830-1896). Esta obra, escrita pela primeira vez em
1876 e alvo de variadissimas edi¢oes ao longo dos anos, apresenta um método de
ensino da leitura as criangas. Na Figura|l|reproduz-se a pagina de apresentagao
deste livro onde se pode observar a imagem do seu autor; a edigao aqui indicada
é de 1878 e é substancialmente alargada em relacao ao que é usual, pois contém
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uma explicacao detalhada de como devem decorrer as vinte e quatro licoes deste
método (ndo contém o Hino de Amor que finalizava muitas destas cartilhas).

Esta edi¢do pode ser acedida na Biblioteca Nacional Digital em

Figura 1: Deus, Joao de; Cartilha Maternal ou Arte de Leitura [1].

Na Figura[2]é apresentado o preambulo desta obra onde autor explica os principios
e as vantagens do seu método:

Figura 2: Preambulo da Cartilha Maternal ou Arte de Leitura [IJ.
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COMPORTAMENTO
ESCOLAR

0O filho obediente
faz em tudo a vonta-
de a seus pais; e, se
0 mandam & escola,
deve-se aplicar, que a
utilidade é sua.

Poroues sem instri-
c¢lio a gent: & como
08 animais.

S0 eln mos ensina
8 desempenhar bem
BE NOS585 0-'.‘:]g‘ﬂ.\_;0. B
@ Aumenta o085 NOSS0s

Para complementar este método de ensino da leitura foi criado, posteriormente,
uma segunda parte onde se apresentavam varios textos simples para praticar
a leitura, recorrendo a teméticas usuais da época como, por exemplo, o Amor
filial, o Respeito e honra aos pais e o Amor fraternal. Na Figura[3] ¢ apresentado
o interessante texto Comportamento escolar.

TECUTS0S €@ O TNOS50
préstimo, alvmisndo o
nosso espirito.

A instrugiio é téo
nacessaria como o
sustento:  advertindo
que do susiento os
mesmos animais pre-
cigam.

E ocomo se ha-de
comportar quem vai &
ascolal

Indo pelo caminho
qué lhe marcam, sem
se¢ apurtar nem  dis-
trair; chegando a ho-

L]

ras; entrando sossegh~
do; tomando o sen
lugar, com o© mencr
incomoilo possivel dos
companheiros; pres-
tindo muita atencio
ao mestre; e, quer sejn
obzervado, quer néo,
conservando-se  sem-
pre com a devida se-
riedade,

Um discipulo deve
ser modesto, senm ser
acanhado: quanido nio
entende alguma cou-
0, pede lcenca par:

perguntar, ¢ 0 mes-
tre explica.

Nio deve ter val-
dade, que se torng o-
lioso, nem fas Z0OMm-
haria dos gue a&pren-
dem menos, porque
talvez niio seja falta
de cuidado, e sim falta
de entendimento, ©
que niio ¢ culpa de
cada um.

Um aluno bem-edu-
cado niio conty as fal-
tas dos companheiros;
assim cn‘-.r;:. tambémni

nfdo vai A escola con-
tar o gue flzeram ca
for:; nio aomsa nem
compromets o0s mais.

Seja diante de gquem
for, devemos proceder
de modo que se mos-
tre & nossa bon edu.
cagiio, e fazende de
conti que estio pre-

sentes 08 nossos pails.
@
PROVERBIO

Um din 0 soberbo eai,
E o humilde sobreossai,
-

Figura 3: Edigao recente da Bertrand Editora [2].

Note-se que este ultimo texto foi retirado de uma edigao recente da Bertrand

Editora.

Mas qual a ligagao desta obra com a Matematica? Em primeiro lugar, o facto
de no ultimo texto desta parte complementar poder-se encontrar o que foi desig-
nado por Tdbua de Pitdgoras. Refere-se, como apresentagao, que este quadro é
muito antigo e que com ele se “aprende a somar parcelas iguais e a multiplicar”.
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0 seguinte gquadro ¢ tho antigo como
simples e engenhoso.
For ele se aprende a somar parcelas

. TABUA DETTAGORAS
iguais e i sltiplicar: a somar lendo as ———— "
iguais ¢ a multipli rh- a 50 lendo 2 P B e B R i e g Y
colunas de ¢cima para baixo; por exemplo: B vazes 1 2| 3| 4| & B " | 8| 8| 10
810|121 1 13 ] 20
2 3 1 2 3 4 ] 5 7 4 9 10
el 3 i 18: 1t 18 | 21 | 25 | &7
2 4 1| 2] 3| 4| 6| 8| 7| B| ®w|_10
e . ¢ | B |12 |10 g0 | &5 [E8 (8|30 | 40
2 - B 1 2] 3| 4| B 8| 7| B8] | 10
i 6|10 0| 25| a0 | a8 | 30| 4 ]
6, ete, o : 2|38 50| #h | wa | 22| 0 5 40
3 : . 2 a |12 |1 2| 30 | 38 | & §5 | B4 a0
e a multiplicar lendo, ao Cff-m]"ﬂd?. 0z 18 B 1| 2| 8| 4| s| &| 7| 8| 8| 10
gras 1, 2, 3, 4, 5, ete., r{‘.]J:;l!!!-llD sempre as 7| 14 | 21| 3 e P b T
VEZES (UE [UETEMOS E55E5 NOMEros multi- 8 1 2 3| 4 s6| | 7| 8| 8| 10
plicados; deste modo: 3 vezes 1, 3 vezes Bl1d (84|92 | g0 | 48 | 66 | 04 | 78
2, 3 vezes 3, ete. O resultado vem logo por (U 1| 2| 8 4| 5| 6| 7| 8] 2| 20
i es alparismos nas mesmas S0mas, 9|18 | a7 i s 72 | 8L | 20
baixo desses alj: ; 10 1| 2| 8| 4/ 6| el 7| 8] 8| 10
porque tanto faz 2 ¢ 2, como 2 vezes 2; A=A R . -
a P S0 L , i 28] a0 !
3¢ 3e 3 como 3 vezes 3, ete — 30 8 A8 SR W, —

137

Figura 4: Tdbua de Pitdgoras [2].

Uma outra ligacdo & Matemadtica é o facto de o mateméatico Alfredo Rocha
Peixoto (lente da Faculdade de Matemética da Universidade de Coimbra) ter
defendido entusiasticamente esta obra, enquanto deputado no parlamento, a 7
de maio de 1879. Deixamos aqui parte da transcricao da ata desse dia onde se
pode perceber o entusiasmo com que este método estava a ser recebido.

Sr. Presidente, o sr. ministro do reino quer um decreto regulamentar, que previna o maior
numero de hypotheses, pelo menos as mais provaveis, emfim uma obra que eleve a instrucgao
primaria & altura a que é necessdrio em que ella esteja.

Acerca d’este assumpto, que sem duivida é fundamental para uma nagao culta, vou apresen-
tar uma proposta, que é assignada tambem por seis dos mais distinctos collegas; e, se néo a
assignam mais, é porque o regimento d’esta casa ndo admitte que um projecto tenha mais de
sete assignaturas.

E assignado pelo nosso muito illustrado e querido collega, o sr. Osorio de Vasconcellos, que
n’esta casa foi o primeiro apostolo de tdo fecundo methodo, em cuja propagacdo tem empe-
nhado com efficaz influencia a sua eloquente voz na nossa tribuna e a sua brilhante e sabia
penna na imprensa periédica. E assignado por quatro professores de instrucgao superior, que
mais altamente honram a sua classe, o paiz e a sciencia; e sdo estes os srs. drs. Adriano
Machado, Gomes Teixeira, Rodrigues de Freitas e Pires de Lima; é assignado pelo respeitabi-
lissimo collega, o sr. Paula Medeiros, que sé d& o seu voto a propostas de reconhecida justiga
e manifesta vantagem.

Emfim, considero elevada honra ter o meu nome em seguida a nomes de tao conspicua aucto-
ridade.

Attendendo & importancia do beneficio que assim pedimos para a instrucgdo primaria, nao
me parece exagerada a quantia que propomos.
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Para a prova da excellencia d’este methodo, tenho aqui uma nota das localidades em que
d’elle téem sido dadas, com excellente resultado, provas publicas. Taes localidades sdo o
Porto, Coimbra, Braga, Faro, Santarem, Figueira da Foz, Penafiel, Gouveia, Alemquer, Aviz,
Niza, Thomar e muitas outras terras.

Houve prelecgbes para a propagacdo d’este methodo em quasi todos os concelhos do meu dis-
trito; e digo quasi, porque nao tenho a certeza de que hajam sido feitas em todos.

Ha um argumento que desvanece todas as duvidas que possam occorrer a espiritos menos cren-
tes, ou menos esclarecidos, ou menos rectos, acerca da excellencia do methodo; é a rapidez,
verdadeiramente assombrosa, com que téem sido esgotadas as edi¢ées da Cartilha Maternal e
dos quadros parietaes.

o]

E um verdadeiro milagre a dedicagdo com que tantos homens de sciencia e boa vontade se
empenham na propagacao d’este Methodo.

Tenho dito.
(O orador foi comprimentado por varios srs. deputados.)

Leu-se na mesa a seguinte

Proposta

Propomos que o governo seja auctorisado a gastar até 4 quantia de 6 : 0003000 réis:

1° Para que o methodo de Joao de Deus seja authentica e officialmente ensinado na escola
normal.

2° Para facilitar aos professores primérios a aprendizagem do methodo com o auctor ou
com os seus interpretes auctorisados.

3° Para prover as escolas publicas com livros e objectos necessarios ao ensino por este
methodo. = Pires de Lima = José Joaquim Rodrigues de Freitas = Henrique de Paula
Medeiros = Francisco Gomes Teixeira = A. Osorio de Vasconcellos = A. da Rocha
Peixoto = Adriano Abreu Cardoso Machado.

(Diério da Camara dos Senhores Deputados; Imprensa Nacional, Lisboa, 1879)

Realce-se ainda neste ponto que um dos subscritores desta proposta de lei era
precisamente o mais importante matematico portugués do seu tempo, o ma-
tematico Gomes Teixeira e que, a época, era também professor da Universidade
de Coimbra (em 1884 transferiu-se para a Academia Politécnica do Porto). Este
apoio é significativo dado que Gomes Teixeira teve muito pouca participagao
parlamentar e foram pouquissimas as propostas de lei que levaram a sua assi-
natura.
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