Diagonal mais curta

Seja P um poligono regular de k lados (k > 6), d a medida da sua diagonal
mais curta e [ a medida do seu lado. Supondo que d e [ sdo comensuraveis,
temos d = mx e [ = nx, onde m e n sao inteiros positivos e x é uma medida
comum a ambos. Poderemos, neste caso, encontrar uma sucessao estritamente
decrescente de nimeros inteiros positivos, de modo a chegar a um absurdo?

Vamos supor que, & semelhancga das demonstracoes anteriores, construfamos
um novo poligono regular de k£ lados, P;. Designando por d; a medida da sua
diagonal e [; a medida do seu lado, suponhamos ainda que 1 = d — [ e que

d1 = a.d +b.l para alguns inteiros a e b. Por exemplo, se a = —1 e b = 2, entao
dy = 2l — d e estamos no caso do quadrado. Para o pentdgono regular temos
a=0eb=1 e, relativamente ao hexdgono regular, temos a = —1 e b = 3.

Como d = mx e | = nx, terfamos:
lh=d—1l=mz—nx=(m—n)z=n2x

dy = a.d+b.l =amz + bnz = (am + bn)x = myx

sendo n; = m —n e m; = am + bn dois ndmeros inteiros positivos, com
ny1 < n. De facto, temos:

n=2n—m-nz2n—m=z=2n— mz =2nr —d > 2l

o que é absurdo, uma vez que, em qualquer tridngulo, cada lado tem um compri-
mento menor do que a soma do comprimento dos outros dois lados. Por exemplo,
se considerarmos o triangulo [ABC], vem d = AC < AB+BC = 2I. Na verdade,
marcando o ponto D, ponto médio do segmento [AC], temos AB = BC = I,

AD=DC =% e CAB =ACB = 1360 — 150°,



Logo, os triangulos [ADB] e [C.DB] sdo congruentes, com ADB = CDB =
% = 90°, ou seja, sdo ambos rectangulos em D. Calculando o co-seno do
angulo LC AB, temos:
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d 180
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cos CAB = cos@ = A:D =
k AB
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Procedendo da mesma forma com o poligono P;, obteriamos um novo poli-
gono regular P cuja diagonal seria do = msx e cujo lado seria lo = nsx, sendo
ng = my1—ny € mg = amq+bny dois niimeros inteiros positivos com ny < ny < n.

Continuando indefinidamente a contruir novos poligonos regulares, obteriamos
uma sucessao estritamente decrescente de nimeros inteiros positivos:

Ny >MNog >MN3 >Ny > ...

tal que n; < n,Vi € N, o que é absurdo, dado que nao pode haver uma
infinidade de ntimeros inteiros positivos distintos menores do que n (de facto,
existem exactamente n — 1 elementos: 1,2.3,....n — 2, e n — 1). Terfamos assim
uma demonstragao geométrica da incomensurabilidade entre a diagonal mais
curta e o lado de um poligono regular qualquer com mais de 6 lados.

No entanto, como podemos garantir a existéncia dos inteiros a e b tais que
di = a.d+b.I?!

INota: mesmo supondo, mais geralmente, que di = a.d + b.l e I = c.d + e.l para alguns
inteiros a, b, ¢, e e, viria da mesma forma que \ teria de ser solu¢do de uma equagao de grau
2 de coeficientes inteiros. Neste caso, terfamos:



De facto, as demonstragbes geométricas anteriores nao sugerem nenhum
método geral para encontrar estes inteiros. Vejamos o que acontece admitindo

que tal é possivel. Em cima, vimos que d = 2[ cos % ou seja, 7 = 2cos 18,?
Analogamente, se considerarmos o poligono P;, temos ‘;—11 = 2cos 18,? . Logo,
tomando A = 2 cos 182 , vem:
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Af@fa.dﬂ—b.lﬁa%-i—bﬁa)\—kb
L d-1 41 -1

— MA-D=a\+b= N —(a+DA-b=0

Logo, A teria de ser solu¢ao de uma equagao de grau 2 de coeficientes inteiros.

Quando k = 4, vem \ = 2cos % 4 © = 2cos45° =2
da equacdo 22 —2 =10 (a=-1,0=2)

w\s

\[ que é solugao

Quando k = 5, vem A = 2cos 1850 2c0s 36° = 2.‘/54+1 f“, que é

solucdo da equacdo 22—z —1=0 (a=0,b=1)

Quando k = 6, vem \ = 2cos B 6 = 2co0s30° = L = /3, que é solucdo
da equacdo 22 —3 =0 (a=-1,06=3)

Quando k > 6, demonstra-se que A ndao pode ser solu¢ao de nenhuma equagao
de grau 2 de coeficientes inteiros. Logo, nao existem a e b nas condigoes dadas e
deixa de haver uma demonstragao geométrica andloga as anteriores que prove a
incomensurabilidade entre a diagonal mais curta e o lado de um poligono regular
com mais de 6 lados.

De seguida, veremos porque é que A nao pode ser solugao de nenhuma
equacgao de grau 2 de coeficientes inteiros.

di  ad+bl  af+b ar+b

A= - -
A cd+e.l c‘% +e cA+e

= AMcA+e)=ar+b=c 4+ (e—a)A—-b=0



Vamos supor que A = 2cos 7 ¢ raiz da equagao ax?+br+c=0,coma,be
c inteiros e a # 0. _ ‘ _
Escrevendo A = 2cos L =e* +e * =t + t~ com t = e, vem:

aX’ +bA +c=0 <
ealt+t) Hb(t+t) fe=0<
—=a(tP+2+t2)+b(t+t7!) +ec=0=
= at’+bt+2a+c)+ bt +at 2 =0+
= (at* + b0t + 2a+o)t* + bt +a)t 72 =0 =
s att + b3+ 2a+ )t +bt+a=0

Portanto, t é raiz do polinémio az* + bz® + (2a + ¢)z? + bx + a, de grau 4.
Mas, por outro lado, demonstra-se que qualquer polinémio que tenha e’ como
raiz, com n um ndmero inteiro positivo qualquer, tem grau nao inferior a ¢(n),
onde ¢(n) designa o niimero de elementos do conjunto {1,2,3,...,n — 1} que sdo
primos com n. Logo, como t = e = e%, onde N = 2k, temos necessariamente

que 4 > ¢(N) = ¢(2k).

Decompondo N como produto de factores primos, temos N = pil1 p? p?...pf’,

onde cada p; ¢ um nimero primo distinto e cada i; ¢ um nimero inteiro positvo.
Entao, ¢(IN) pode ser calculado pela seguinte férmula:

S(N) = (pr = 1)(p2 = 1)(p3 = 1) — Vpi*~'pg ~'p5 L™
Para cada p; divisor primo de N, temos que p; — 1 divide ¢(N), logo vem:
pj —1<4=p; <5=p; €{2,3,5}.
Supondo N = 2°3°57, vem:
Se v =2, 3(N) = ¢(2%3°57) = ¢(293°)¢(57) = ¢(2237).4.57~1 > 20
Se vy =1, ¢(N) = $(2°3°.5) = ¢(2*3°)p(5) = $(2*37).4, logo vem:
d(N) < 4= ¢(223°) < 1= 2938 € {1,2} = N = 22305 € {5,10}
Se vy =0, entdao N = 2°3° e vem:

Se 8> 2, o(N) = $(2°3°) = $(2%)9(37) = ¢(2%).2.3°~" > 6
Se B =1, ¢(N) = $(2*.3) = ¢(2%).2, logo vem:

d(N)<4= (2% <2=2*€{1,2,4} = N =2*3 € {3,6,12}
Se 8 =0, entao N = 2% e vem:

d(N)<4=¢(2%) <4=N=2*€{1,2,4,8}

Logo, N € {1,2,3,4,5,6,8,10,12}. Como N = 2k, temos que k € {1,2,3,4,5,6},
sendo estes os inicos valores possiveis de modo a que ) seja raiz de um polinémio
de grau 2 de coeficientes inteiros. Para k > 6, A ndo pode ser raiz de nenhuma
equacgao do segundo grau de coeficientes inteiros.

Como poderemos demonstrar a incomensurabilidade entre o lado e a diagonal
mais curta de um poligono regular com mais de 6 lados?



Apesar de nao podermos utilizar o mesmo tipo de argumentacao geométrica
que foi usado no caso do quadrado, do pentdgono regular e do hexdgono regular
para justificar a incomensurabilidade entre o lado e a diagonal mais curta de um
poligono regular com mais de 6 lado, tal nao significa que ela nao se verifique
mesmo nestes casos. Assim, da mesma maneira que utilizamos conhecimentos
algébricos para demonstrar esta impossibilidade de generalizacao das demon-
stracoes anteriores, podemos agora recorrer a estes conhecimentos para obter
uma demonstracao nao geométrica da incomensurabilidade entre o lado e a di-
agonal mais curta de um qualquer poligono regular com 4 ou mais lados.

De facto, tal problema é equivalente a demonstrar que a razao entre a diag-
onal mais curta e o lado de um poligono regular de n lados, com n > 4, ¢ um
niimero irracional. Atrds, vimos que esta razao era A = 2cos I = er +e F =
t+t71 com t = e, sendo que ¢ era raiz de um tnico polinémio f(z) ménico
de coeficientes inteiros, irredutivel e que dividia todos os polinémios de coefi-
cientes racionais do quais t era raiz. Supondo, por redugao ao absurdo, que A
era racional, viria:

t+t == (t+t T Nt =M= Prl= M 2N+l =0 f(t) =0

onde f(x) = 2% + (1 — M)z + 1 ¢ um polinémio ménico de coeficientes racionais
do qual t é raiz e de grau 2. Mas, j4 vimos que o menor grau possivel para
um polinémio nessas condices era ¢(2k), pelo que viria ¢(2k) < 2. Escrevendo
N =2k = p?pg?p?...p;l, temos:

O(N) = (p1 — )(p2 — 1)(ps — 1)-..(pr — V)pi* ~'pi~'plp oy

Logo, se p; é um primo que divide N, entdo p; — 1 divide ¢(NN). Como ¢(N) <
2= p; — 1< 2= p; <3, temos que os tinicos divisores primos possiveis de N
sdo 2 e 3. Supondo N = 237, vem:

Se 22, o(N) = $(2°3°) = ¢(2)p(3°) = $(2%).2.3°7' > 6
Se B =1, ¢(N) = $(2*.3) = ¢(2%).2, logo vem:
d(N)<2=9¢(2*)<1=2*€c{1,2} = N =2*3 € {3,6}
Se 8 =0, entao N = 2% e vem:
Hp(N)<2=¢(2%) <2=N=2%€{1,2,4}

Logo, N € {1,2,3,4,6}. Como N = 2k, temos que k € {1,2,3}, o que é
absurdo pois k > 4. Conclui-se assim que A ndo pode ser um nimero racional.

De seguida, veremos porque é que o grau minimo de um polinémio que tenha
27i

en como raiz é ¢(n).




Dado um numero complexo qualquer, se ele for raiz de um polinémio de co-
eficientes racionais, entao existe um polinémio moénico, de coeficientes racionais
e irredutivel, que divide todos os outros polinémios de coeficientes racionais
dos quais esse numero é raiz e que, além disso, ¢ o tnico pohnormo nestas
condi¢oes. Em particular, se considerarmos o niimero complexo t = e , COMO
t" = 2™ = 1, vem que t é raiz do polinémio 2" — 1. Pelo lema de Gauss,
o polinémio z™ — 1 pode ser escrito como produto de polinémios irredutiveis
de coeficientes inteiros. Além disso, como x™ — 1 é modnico, esses factores sao
necessariamente moénicos. Pela lei do anulamento do produto, pelo menos um
desses factores anula-se em ¢. Designando esse polinémio por f(x), temos que
f(z) &€ um polinémio moénico, de coeficientes inteiros, irredutivel e que divide
todos os outros polinémios de coeficientes racionais dos quais ¢ € raiz.

Exemplos:
2?—1=(z—1)(x+1)e f(z) =x+1étal que f(e

)= flem) = f(-1)=0

P —1=@—-1D@*+z+1) e f(z) = 22+ +1 ¢ tal que f(e5

3204v—1 =@ -1D@*+1)=(-)(@+1(@*+1)e f(z) =2%+1 & tal que
fe®)=f)=0

P —1l=@-)a*+2*+22+z+1) e fz)=at+2° +22+2+168tal
quef(e%) f<f RV 5+f>:0

8
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(z-—D@+)@*+z+ 1)@ —z+1)e
f(x) =2%—z+1¢étal que f(e 5

;5=fwﬂ=f( +%%i) =0

Veremos agora que f(x) tem, pelo menos, ¢(n) raizes complexas distintas.
Para cada j € {1,2,3,...,n — 1} tal que (j,n) = 1, se aplicarmos o algoritmo da
divisdo aos polinémios f(z7) e f(z), ambos ménicos e de coeficientes inteiros,
obtemos f(z7) = ¢j(z)f(x) + r;(z) para alguns polinémios g¢;(z) e rj(x) de
coeficientes inteiros, com r;(z) = 0 ou de grau inferior ao de f(z). Seja M um
numero inteiro superior ao valor absoluto de todos os coeficientes dos polinémios
rj(x). Para todo o primo p que nao divide n e é maior do que M, vejamos
que f(x) divide f(zP). Sendo s o resto da divisdo de p por m, temos que
s€{1,2,3,...,n—1} e (s,n) = (p,n) = 1. Logo, vem:

f(z®) = qs(x) f(z) + rs(x), com r5(x) = 0 ou de grau inferior ao de f(z).



f(x)? = f(aP) + p.g(x) para algum polinémio g(z) de coeficientes inteiros?.
g(x) = u(z)f(z) + v(x) para alguns polinémios u(z) e v(x) de coeficientes
inteiros, com v(x) = 0 ou de grau inferior ao de f(x).

Para z = t, vem:

f@%) = qs () f(8) +7rs(t) = f(°) = rs(t)
g9(t) = u(t)f(t) +v(t) = g(t) = v(t)
fF@F = f{t*) +pg(t) = 0= f(t") + po(t) = f(t") = —p.v(t)

Como p = ng+ s para algum inteiro g e " = 1, vem: tP = ¢"9+s = (t")7¢5 =
t* = f(t?) = f(t°) = —pu(t) = rs(t) = p.u(t) + rs(t) = 0, pelo que
t ¢ raiz do polinémio p.v(z) 4+ rs(x) e, portanto, f(z) divide p.v(z) + rs(z).
Sendo v(z) e rs(z) dois polinémios nulos ou de grau inferior ao grau de f(x),
o polinémio p.v(z) + rs(z) também é nulo ou de grau inferior ao grau de f(z).
Mas, como f(z) divide o polinémio p.v(x) + rs(x), o seu grau ndo pode ser
inferior ao grau de f(x), logo p.v(z) + rs(x) = 0, ou seja, rs(z) = —p.v(x), pelo
que todos os coeficientes de 7 () sdo multiplos inteiros de p. Além disso, sendo
s€{1,2,3,...,n—1} e (s,n) = 1, todos os coeficientes do polinémio r,(z) sao,
em valor absoluto, inferiores a M, logo inferiores a p, de onde se conclui que sao
todos nulos, isto &, rs(z) = 0. Temos entdo: rs(x) =0 = —p.w(z) =0 =
0(@) = 0 = g(x) = u(@)f() = F@)P = [(a?) + pu() f(z) — f(zP) =
f@)P —pau(z) f(z) = [f(2)"~! — pu()]f(2), ou seja, f(z) divide f(aP).

Seja J = 7 + nP onde P é o produto de todos os primos menores ou
iguais a M que ndo dividem j. Note-se que (J,n) = (j,n) = 1. Entao,

2Seja f(z) = 31 o @iz’ um polinémio de coeficientes inteiros e p um niimero primo.Temos:

f(x)p = <Za173 > anl' +an—12"" ! + .. +a1x+a0)
_ P! PO p1 n\Pn _
= Z T 70 (a12)Pr. . (anz™)Pm =
po+p1+...tpp=p POPLPr
P0sP1sesPn >0
n ) p!
= Z(aixl)p + Z ————apP%(a1z)P'...(anz™)P" =
i — — pO!pI!---pn!
i=0 pot+p1+...+pPn=p
0<po,P1;--,Pn<pP—1
- N ; p(p—1)!
= Zam”’ + Z(a’-7 —a;)z'? + Z oP0 (a1z)P1...(apz™)Pr =
- = polpilpnt
= i= Po+p1t+...+Pn=p
0<po,p1,--,Pn<p—1
= f(@")+pglx)
onde
n__p
al —a; —1)!
g(z) = Z i Uiy Z u 0?0 (a12)PL ... (ana™)Pn

| |
=0 p Po+p1+...+Pn=p po'p1l...pn

0<po,P1s--+s pn<p—1

¢ um polinémio de coeficientes inteiros (pelo pequeno teorema de Fermat, P — x ¢ sempre
multiplo de p para todo o  inteiro e p primo).



t) = ¢itnl = (t")P = t/ e, escrevendo J como um produto de primos
P1P2--.Pm (ndo necessariamente distintos), cada primo p; néo divide n e é maior
do que M. De facto, se houvesse um divisor primo de J menor ou igual a M,
teria de ser divisor de P ou de j, mas nao de ambos, por definicao de P. Mas,
sendo divisor de J e de P, também seria divisor de 5 = J — nP; sendo divisor
de J e de j, também seria divisor de nP = J — j, logo seria divisor de P uma
vez que j e n sao primos entre si. Logo, nao ha divisores primos de J menores
ou iguais a M.

Entéao, pelo que vimos anteriormente, podemos concluir que f(z) divide
f(zPr) e, como t € raiz de f(x), também ¢é raiz de f(zP'), ou seja, f(tP1) = 0.
Como f(z) divide f(xP2) e tP* & raiz de f(z), também é raiz de f(zP2), ou
seja, f((tP1)P?) = f(tP1P2) = 0. Novamente, como f(z) divide f(zP3) e tP1P2 ¢
raiz de f(z), também é raiz de f(xP3), ou seja, f ((tP1P2)P?) = f(tPrP2r3) = (.
Continuando este processo, obtemos f(tP1P2Pm) = f(t7) = f(t/) = 0, pelo
que t7 & raiz de f(z) para todo j tal que (j,n) = 1. Entdo, o polinémio f(x)
tem, pelo menos, ¢(n) raizes complexas distintas, dado que todos os nimeros
complexos da forma t/, com j € {1,2,3,...,n — 1}, sao distintos (t = e g o
niimero complexo de médulo 1 e argumento 237” €10, 2x[). Portanto, o seu grau
terd de ser maior ou igual a ¢(n), assim como o grau de todos os polinémios de
coeficientes racionais dos quais t é raiz.



Lema de Gauss:

Se um polinémio de coeficientes inteiros puder ser escrito como produto de
dois polinémios de coeficientes racionais, entao também pode ser escrito como
produto de dois polinémios de coeficientes inteiros.

Generalizando, se um polinémio de coeficientes inteiros puder ser escrito
como produto de n polinémios de coeficientes racionais, entdo também pode ser
escrito como produto de m polinémios de coeficientes inteiros, o que pode ser
visto por indugao.

Suponhamos que o resultado é vilido para um produto de n—1 polinémios de
coeficientes racionais e seja f = f1fs...fnn_1fn um produto de n — 1 polinémios
de coeficientes racionais. Tomando g = fi fs...fn—1, temos que f = g.f,, sendo
g e f, polinémios de coeficientes racionais. Pelo lema de Gauss, existem dois
polinémios de coeficientes inteiros g/ e f) tais que f = ¢'.f/. Além disso,
deduz-se da demonstracao deste lema que existe um racional r tal que g/ = rg
e fl = %fn, pelo que g/ é ainda um produto de n — 1 polinémios de coeficientes
racionais. Aplicando a hip6tese de inducdo, temos ¢’ = f1f5...f/_q, onde f! &
um polinémio de coeficientes inteiros para todo i € {1,2,...,n — 1}. Logo, vem
f=9.0 = fifs.fi_1fl e f pode ser escrito como produto de n polinémios
de coeficientes inteiros.



