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Resumo: Os bilhares que aqui consideraremos tém uma base rectangular
de lados n e m, para valores inteiros positivos n e m arbitrarios, e quatro
paredes laterais que sdo ajustaveis de modo a construir um paralelepipedo
sem tampa. Uma bola entra por um dos vértices, paralelamente a base do
paralelepipedo e fazendo um angulo 6 com um dos lados adjacentes a esse
vértice. Uma vez dentro da mesa do bilhar, a bola move-se sem atrito e,
quando choca com alguma das paredes, é reflectida com angulo igual ao de
incidéncia, a menos que saia por um canto.

Como provaremos, a dindmica neste tipo de bilhares depende da relacao
entre os naturais n e m e do angulo #. No caso, mais simples, de 6 ser
igual a 45°, a trajectéria termina sempre num dos cantos, calculando pelo
caminho o méaximo divisor comum e o menor multiplo comum de n e m.
Quando tg(f) é racional, a dindmica repete este padrao; pelo contrario, se
tg(0) é irracional, a bola nao sai do bilhar, tracando uma 6rbita densa no
rectangulo de lados n e m.

Palavras-chave: bilhar, congruéncia, grupo

Abstract: The billiards we will analyse consists of a rectangular table
surrounded by adjustable walls so that the lengths of its sides are variable
positive integers n and m. The ball starts from one of the vertices at an
angle 6 with one of the adjacent sides, and moves without friction while
inside the billiard. When it reaches a corner, it leaves the table; if it collides
with a wall, it bounces back at an angle equal to the angle of incidence.

A few examples lead us to suspect that the dynamics of this type of
billiards depends strongly on the relation between the numbers n, m and
0. We will prove that, in the simpler case § = 45°, the orbit always ends
at a corner after a finite number of collisions with the walls; furthermore,
the exit corner can be computed in advance knowing n and m. Also, both
the greatest common divisor and the least common multiple of n and m can
be read from the orbit. For rational ¢g(6), the dynamics follows this same
general pattern. However, if tg(f) is irrational, then the ball never leaves
the billiards, tracing a dense orbit on the table.

!Trabalho realizado com a orientacio de Maria Carvalho no 4mbito de uma bolsa da
FCT de iniciagado a investigagdo.
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1 Introducao

No que se segue, n e m designam dois naturais, com m > n, que re-
presentam os lados da mesa rectangular M do bilhar. Denotaremos por
m.d.c (n,m) o maximo divisor comum de n e m, por m.m.c(n,m) o menor
multiplo comum de n e m e por £ a fun¢do comprimento de curvas.

Introduza-se um sistema de coordenadas na mesa do bilhar, como o da
figura, onde esta assinalada a rede inteira

e em que os cantos da mesa se representam pelos pontos A = (0,0), B =
(n,0),C = (n,m) e D =(0,m). A familia de rectas

F={(kny) eR?:kezyecRlU{(z,km) cR?: k€ Z z € R}

subdivide o plano numa rede R de rectangulos de lados n e m, um dos quais
¢é precisamente o bilhar M.

Comecemos por analisar a dindmica nestes bilhares de uma bola que
entra com angulo #=45°. Nos exemplos seguintes estao tragados os percursos
da bola depois de entrar pelo canto inferior esquerdo.

AN /!

X 0
O

Note-se que, se a érbita da bola passa por algum canto do bilhar que
nao o de entrada, entdo sai por esse canto. Como provaremos, para um
bilhar deste tipo o movimento da bola depende essencialmente da relagao
de primalidade entre os lados do rectangulo que forma a base do bilhar.

Teorema 1 Sejam m e n numeros naturais e consideremos um bilhar rec-
tangular de dimensoes n e m. Entdo:
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1. A trajectéria da bola termina num dos cantos do bilhar.

2. O canto por onde a bola sai pode ser determinado previamente a partir
dos valores de n e m.

3. A trajectéria total da bola dentro do bilhar tem comprimento igual a
V2 x m.m.c(n,m).

n+m
m.d.c. (n, m)

bilhar antes de sair por um dos cantos (nao se consideram colisoes a
entrada e a saida da bola.)

4. A trajectoria da bola tem — 2 colisdes com as paredes do

5. O bilhar determina o maximo divisor comum entre n e m.

A este teorema se dedicara a seccdo 2. Aproveitaremos o caracter ge-
ométrico elementar das érbitas nestes bilhares, a que se acrescentard uma
abordagem algébrica que permitird transcrever as propriedades dindmicas
em termos de certos grupos ciclicos.

A hipétese de que a bola entra no bilhar fazendo um éangulo de 45°
pode ser retirada, mas nesse caso a trajectéria também se altera signifi-
cativamente. Consideremos valores de ¢ no intervalo [0, 5. E claro que,
quando 0 = 0, a bola sai pelo canto inferior direito; e, dualmente, quando
¢ = 5, a bola sai pelo canto superior esquerdo. Em geral, como veremos, se
tg(f) € QT, a bola passa por outro canto que nio o de entrada, saindo por
ele; se tg(f) ¢ QV, a trajectéria, depois de entrar, ndo passa por nenhum
ponto da rede inteira, e portanto, em particular, nao cruza nenhum canto
nem sai do bilhar.

Proposigao 1 Sejam m en naturais e 0 €0, 5[. A trajectoria de uma bola
que entre no bilhar rectangular de dimensédes n e m com dngulo 6 termina
num dos cantos do bilhar se e sé se tg(d) € QT.

Note-se que, se # €]0, [ e § = rm para algum racional r, entao tg(f) €
QT se e s6 se r = 1, isto é, §=45° ([2], pagina 41).
Quando tg(f) € Q* ¢é vélida a seguinte versao do Teorema 1:

Teorema 2 Sejam m e n naturais e § €10, 5[ tais que tg(0) = ¢, onde a
e b sdo naturais primos entre si. Num bilhar rectangular de lados n e m,
onde a bola entre com angulo 0, temos:

1. O canto por onde a bola sai pode ser determinado previamente a partir
dos valores de n, m, a e b.
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2. A trajectoria total da bola dentro do bilhar tem comprimento igual a

VaZ+b?

3 xm.m.c.(an,bm).

an+bm
m.d.c (an,bm)

bilhar antes de sair por um dos cantos (ndo se consideram colisées a
entrada e a saida da bola).

3. A trajectoria da bola tem — 2 colisées com as paredes do

4. O bilhar determina o mdzimo divisor comum entre an e bm.

O caso em que tg(f) ¢ QT traz algumas novidades relativamente ao cenério
anterior. Nomeadamente:

Teorema 3 Num bilhar rectangular de lados n e m, onde a bola entre com
angulo 0 €]0, 3| tal que tg(0) ¢ Q, a trajectéria da bola é densa no bilhar.

Este é o movimento tipico de uma bola atirada ao acaso para a mesa
do bilhar: a probabilidade da primeira colisio com as paredes do bilhar
acontecer num ponto a distancia racional de um dos cantos B, C' ou D é
nula e por isso a trajectéria de uma bola aleatéria nao sai do bilhar.

2 Prova do Teorema 1: 6 = 7

Como a bola entra no bilhar fazendo um angulo de 45° com o lado hori-
zontal inferior da mesa, comega o seu movimento percorrendo um segmento
da recta de equacgdo cartesiana y = z; isto é, circula pelas diagonais dos
quadradinhos que formam a rede inteira Z X Z no plano. Sejam ~ a trajec-
toria da bola e T o respectivo trago; no sistema de coordenadas que estamos
a considerar em M, T é unido de segmentos de recta, T = Ué\élTi, com
N € ZT U {oo}, onde T; # Tj, se i # j, e as extremidades de cada T; per-
tencem a fronteira de M (s@o vértices ou pontos de colisdo da trajectéria da
bola com as paredes do bilhar). Similarmente, v é formada por justaposi¢ao
de curvas v; (isto é, 71 comeca em A e ;41 comeca onde v; acaba) que
descrevem o movimento da bola entre duas colisdes consecutivas ou entre
um vértice e uma colisdo. Assim cada curva ; tem como traco algum dos
T;’s, que é percorrido uma sé vez por ;. De facto, como veremos, se 7 # j,
entdo 7; e y; tém tracos distintos, o que implica que cada T; é percorrido
exactamente uma vez pela bola.

Comecemos por alguns factos imediatos sobre a trajectéria no bilhar.

Facto 1: Para cada j > 1, o traco T; de vy; faz sempre um dngulo de 45°
com as paredes que contém as suas extremidades e estas ultimas tém
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coordenadas inteiras. Além disso, se v; atravessa um dos quadrados
Q da rede 7 x 7 (isto é, se T, N Q° # 0), entdo T; N Q é uma das
diagonais de Q (ou seja, a bola entra em Q por um vértice e sai pelo
vértice oposto).

A demonstracao desta afirmagao por inducdo em j é elementar e utiliza
apenas as regras de movimento a que a bola estd sujeita dentro do
bilhar. Dela resulta o seguinte:

Facto 2: Se P pertence a fronteira de M e a bola passa em P, entdo P
tem coordenadas que sdo inteiros nao negativos e

1. P ¢ {A ,B,C,D} = hd exactamente dois segmentos T; e T} que
tém P como extremidade;

2. Pe {A B,C,D} = hd um dnico segmento T; que tem P como
extremidade.

Facto 3: Seja P um ponto da fronteira de M e suponha-se que a bola passa
em P. Entao ela passa em P exactamente uma vez.

Suponha-se que a bola passa duas vezes em algum ponto da fronteira
de M. Seja P o primeiro destes pontos na érbita (caminho orientado)
a ser repetido, depois da entrada por A. E claro que P ¢ B,C,D,
caso contrario a trajectéria terminaria quando a bola alcancasse P
pela primeira vez.

Também é facil verificar que P # A, uma vez que para que a bola
regressasse a A seria necessario que passasse uma segunda vez no pri-
meiro ponto de colisao da trajectéria com as paredes do bilhar. Uma
vez que P ¢ A, B,C, D, sejam T; e T; segmentos da trajectéria que
permitem aceder a P. Ora existem pontos da fronteira de M, digamos
X e Y, de colisao ou vértices, tais que T; = XP, T; = YP e T; e T
s@o os tunicos (pelo Facto 2) segmentos da trajectéria que permitem
alcancar P. Note-se que, quando a bola passa em P pela primeira vez,
esteve previamente em X e segue para Y ou vice-versa; suponhamos,
sem perda de generalidade, que a bola vem de X; segue entao para P
e depois para Y. Assim, quando a bola regressa a P, tem de passar
antes em X ou em Y. Mas isto significa que a bola passa duas vezes
em X ou em Y antes de o fazer em P, contrariando a hipdtese de que
P é o primeiro ponto da érbita que é repetido. [

Podemos ainda concluir que a bola percorre cada segmento 7; uma
Unica vez e que cada T; é o trago de +;, para todo o 1.
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6 BILHARES DE INTEIROS

Confirmemos que o trago poligonal da trajectéria v tem um ntmero
finito de segmentos de recta.

Facto 4: N ¢€ finito.

Como a bola parte do vértice A, pelo Facto 3 nunca regressa a A.
Por outro lado, pelo Facto 2, a bola colide com as paredes do bilhar
apenas em pontos de coordenadas inteiras. Ora temos ao todo 2m +
2n — 4 pontos disponiveis para colisées; como a bola ndo pode repetir
estes pontos na sua trajectéria (Facto 3), entao a trajectéria nao pode
permanecer indefinidamente dentro do bilhar. Ou seja, T = Uf\ilTi,
com N € Z" e, de facto, N < 2m +2n — 3. I

Daqui resulta imediatamente que

Corolario 1 A bola sai de M por um dos vértices B, C ou D. [J

2.1 Interpretacao geométrica

Quaisquer que sejam as dimensdes do bilhar, podemos formar um qua-
drado colocando lado a lado réplicas da mesa rectangular do bilhar, como
se se tratassem de reflexdes em espelhos sucessivos do rectangulo do bilhar.
Um tal quadrado de dimensoes minimas tem lado de comprimento igual ao
m.m.c (n,m); nele a trajectéria da bola ndo é uma poligonal quebrada, é o
segmento de recta, diagonal do quadrado, que une o canto de entrada (0, 0)
e o canto superior direito do quadrado.

n=4,m==6

Inversamente, podemos, por reflexdes sucessivas, enrolar a diagonal do
quadrado de modo a obter a trajectéria em M. Podemos formalizar este
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processo utilizando a seguinte relacio de equivaléncia em R?: (z,y) > (2, w)
se e so se

x—z=0mod(2n) ou z+ z=0 mod(2n)
y—w =0 mod(2m) ou y-+w = 0mod (2m)

onde = designa a relagdo de congruéncia relativamente ao médulo fixado
(isto é, x = z mod (2n) se e s6 se a diferenca z — z é um miltiplo inteiro
de 2n). Cada classe de equivaléncia contém precisamente um elemento em
cada um dos rectdngulos da rede R determinada por reflexdes a partir da
mesa de bilhar M.

Geometricamente, dois pontos em dois destes rectdngulos contiguos estao
relacionados através de < se e so se cada um resulta do outro pela reflexdo
no lado comum aos rectangulos (que esta contido numa das rectas da familia
F). Deste modo podemos encarar M como o espaco quociente R?/.,. A
aplicacdo quociente, IT : R> — M, que a cada p € R? associa o tinico ponto
II(p) de M tal que p<11l(p), é aberta e uma isometria em cada rectangulo
(fechado) da rede R, uma vez que se decompoe numa composi¢ao de reflexoes
nas rectas da familia 7. Como consequéncia, I envia sobrejectivamente os
vértices dos rectangulos da rede R nos vértices de M e transforma a diagonal
(orientada) do quadrado de lado m.m.c (n, m) na trajectéria (orientada) da
bola em M. Para mais detalhes, veja-se o Apéndice.

Analisemos algumas das propriedades da trajectéria da bola a luz desta
interpretacdo. Designemos por RT a semi-recta com origem em A = (0,0)
e contida na recta de equacdo cartesiana y = x. Como acabamos de ver,
a trajectéria da bola em M é a imagem por II da trajectéria de uma bola
que percorra RT, ou parte de R*, comecando também em A. Lembremos
que os tnicos pontos de R? que sdo enviados por II nos vértices de M sao
os vértices dos rectangulos da rede R. Assim a trajectéria da bola em M
termina num dos vértices de M se e s6 se RT — A contém algum vértice de
um dos rectangulos da rede R. Ora o conjunto dos vértices dos rectangulos
da rede R que estdo em RT — A é precisamente

V:{(x,x)G]Rz:Ela,ﬂ €Z+:x:an,x:ﬂm}.

Ou seja, (xz,z) € V se e s6 se x é inteiro ndo negativo multiplo comum
de n e m. Assim o ponto E = (m.m.c(n,m),m.m.c(n,m)) estd em V (é
o ponto de V mais préximo de A) e portanto a sua imagem por I é um
dos vértices de M. Além disso, II transforma sobrejectivamente o segmento
AF na trajectéria da bola em M, que portanto termina no ponto II(E) de
M. O que confirma que a bola sai por um dos vértices, II(E), que nao
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¢ A uma vez que II(E) = A = (0,0) < (0,0) > E, o que é equivalente
a m.m.c.(n,m) = 0(mod2n) e m.m.c (n,m) = 0(mod2m), ou seja, 2n e
2m dividem m.m.c. (n,m); o que significa que 2n e 2m dividem Wr&m) e
portanto 2 x m.d.c(n,m) divide n e m; mas isto é impossivel por defini¢ao
de m.d.c(n,m).

Como a restrigao de II a cada um dos rectangulos da rede é uma isome-
tria, o comprimento da trajectéria da bola em M é precisamente o compri-
mento do segmento de recta AE. Ora AE é uma diagonal do quadrado de
lado m.m.c (n,m) e portanto mede precisamente v/2 (m.m.c (n,m)).

A aplicacao II transforma paredes verticais em paredes verticais e hori-
zontais em horizontais. Além disso, os pontos de colisdo da bola com as pare-
des verticais de M sdo as imagens, por I, dos pontos de interseccao da diago-
nal AE com as rectas verticais de equagdo x = kn, k=1,---, %("m) —1;
note-se que a intersec¢do com a recta vertical = m.m.c (n, m) corresponde

mme(mm) 1 colisdes com as

a salda da bola. Ao todo temos portanto
paredes verticais de M.

Similarmente, os pontos de colisdo da bola com as paredes horizontais
sdo as imagens, por II, dos pontos de interseccdo da diagonal AE com as
rectas horizontais de equacao y = jm, j=1,---, %(”m) — 1; do mesmo
modo, a intersecgdo com a recta y = m.m.c(n,m) corresponde a saida da
bola. Temos assim %(”m) — 1 colisbes com as paredes horizontais de M.
O ntimero total de colisdes da bola com as paredes do bilhar é portanto

n-—+m

Cp=—011T 9

m.d.c(n,m)

Finalmente, resulta da relagdo > um critério que indica previamente qual o
vértice de saida da bola a partir dos valores de n e m:

1. Se #(nm) é par, entao 2n divide #(nm) , #(nm)n =

m.m.c (n,m) e portanto m.m.c(n,m) = 0(mod2n). O que significa

que a abcissa de II(E) é nula. Assim, como ji sabemos que II(E) é
vértice distinto de A, concluimos que II(E) = D.

.n; ora

2. Analogamente, se #(n) ¢ par, entao 2m divide mede (mm) 1 €

m
portanto m.m.c (n,m) = 0 (mod2m). O que significa que a ordenada
de II(E) é nula e que II(F) = B.

3. Se

sdo impares, entao 2n divide (L.n—k

n e m
m.d.c.(n,m) =~ m.d.c.(n,m) m.d.c (n,m)

n) e 2m divide (%m + m). E portanto m.m.c(n,m) +n =

m.d.c(n,m
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ANTONIO SARAIVA 9

0 (mod2n) e m.m.c (n,m)+m = 0 (mod 2m) o que implica que II(F) =
(n,m)=C.

2.2 Interpretacao algébrica

Sejam H; e V; as i-ésima e j-ésima colisdes da bola com as paredes ho-
rizontais e verticais, respectivamente. A trajectoria da bola comeca por ser
«ascendentey, como na figura 1(a), e, se considerarmos apenas as ordenadas
dos pontos Vj, obtemos a sequéncia n, 2n, 3n, -+, kn, onde k € Z* é o
maior inteiro tal que kn < m. Revemos nesta lista de naturais as primeiras
equacoes de divisdo inteira de m por n do algoritmo de Fuclides para o
calculo do maximo divisor comum entre n e m.

Suponha-se agora que a trajectéria da bola continua como na figura
1(b). Nela se representa o valor kn+,n, onde +,, designa a adi¢ao médulo
m. A trajectéria da bola prossegue como na figura 1(c), isto é, passa a
ser «descendente». Se, nos novos pontos de colisdo, em vez das ordenadas
y considerarmos os valores de m — y, obtemos a sequéncia (, ( +n, ( +
2n, ---, ( + sn, onde s é o maior elemento de Z()F tal que ¢ 4+ sn < m.

Mas esta ultima lista de inteiros nao é mais que a sucessao em Z,, dada
por
(k+1).n,(k+2).n,---, (k+1+s).n

Se a bola agora colidir com a parede AB, haverda uma inflexao da trajectoria
para um sentido «ascendente» (veja-se a figura 1(d)) e, ap6s uma nova adigao
modulo m, continuamos a obter, de modo semelhante a 1(a), as «poténciasy»
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de n em Z,, :
(k+1+s+1).n, (k+1+s+2).n,---

Ou seja, os pontos de colisdo V; sao as «poténcias» sucessivas de n em
Zm. Note-se que, se D designa o m.d.c. (n,m), entdo estas poténcias sao

precisamente 0,7,2n,--- , 5n; em particular, a ordem do subgrupo (n) em
Zpm ¢ justamente 7;. Neste contexto, tanto o vértice A como o de safda

podem ser encarados como o elemento neutro de Z,,.

Consideremos V%, ponto de colisdo com uma parede vertical indexado
por 7. Uma vez que 7 .n =m = 0 (em Zy,), este ponto também estd numa
parede horizontal; e portanto é um dos vértices de M, o que mostra de novo
que a bola acaba por sair de M.

O ntmero Cy de colisdes com paredes verticais (excluindo o vértice de
entrada e o de saida) ¢ igual a ordem do subgrupo (n) —1, ou seja 5 — 1.

Por outro lado, as colisdes da bola em paredes horizontais ocorrem sem-
pre que algum multiplo de n na lista n, 2n, - - - , 75.n supera um dado multiplo
de m. Para calcular o nimero total Cg de colisoes da bola com paredes ho-
rizontais, basta pois saber quantos multiplos de m sdo menores ou iguais
a 75.n: esse nimero é 5. Como o ultimo multiplo de m na trajectéria
da bola corresponde a saida dela de M, tem-se Cy = 5 — 1. E portanto
CT:CV—FCH:mTM—Q.

Podemos acrescentar a estas estimativas o ntimero de colisdes com cada
parede, que designamos respectivamente por Cap, Cpc, Cop € Cpa. De
facto, pode provar-se inductivamente que, se i é impar, H; é uma colisdo
em CD e se i é par, entdo H; é uma colisdao com AB (e, analogamente, se
J € impar, V; é uma colisdo em BC' e se j é par, entdo V; ¢ uma colisdo
com AD). Assim, como o conjunto de colisdes da bola com a parede AD é
{V;:1<j<Cyejépar}ecomaparede ABé{H;:1<i<Cyxeié
par}, temos

1. %imparinépariCBC:CDA:CTv:(5;1)
2.%par:>CVimpar:C’BC:CDA_i_leCDA:%
3. & im C Can = Crp — Cr — (51
. 3 Impar = Cy par = Cyp = Cop = = = ~L5
4.%par:>CHimpaerCD:CABleeCAB:%

O vértice de safida da bola depende dos inteiros 75 e
sao primos entre si, s6 temos trés casos a considerar:
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1. Se 7 ¢é par, entdo Cy é fmpar; como as colisbes fmpares ocorrem na
parede BC', concluimos que na dltima colisdo a bola esta nessa parede.
Logo a bola tem de sair por um dos vértices da parede oposta, isto
é, sai em A ou em D; como ja vimos que A nao serve como porta
de saida, a bola sai por D. Noutros termos: a bola sai pelo vértice
correspondente ao elemento 7.n de Z,,; como jn estd na parede AD
quando j é par, o vértice de saida é D.

2. Similarmente, se 75 é par, entdo a bola sai na parede AB, a que cor-

respondem colisGes im com ¢ par. Logo B é o vértice de saida.

3. Finalmente, se 7 e 15 sdo ambos impares, concluimos que a bola sai

pela parede BC, porque 7 é impar, e pela parede C'D, porque 4 ¢é

impar. Entdo a bola sai pelo vértice comum a estas duas paredes, isto

é, C.

Seja V = {V; : 0 < j < 5} o conjunto dos pontos da trajectéria T
correspondentes a 6rbita 0,n,2n,- -+, F.n em Zy: Vo = A, V% é o vértice
de saida da bola e Vj, com j € {1,---,Cy = § — 1}, é ponto de colisao
da bola com as paredes verticais. Para j € {1,---, 7}, seja 7; a trajectéria
entre V;_1 e V. Entao

D
T= U V;
j=1

e o comprimento de T, L(T), é igual a Z] _ 1 L£(7j). Note-se que cada ~;
¢ um segmento de recta T} ou a unido de dois segmentos de recta T; U Tj,
com um vértice em comum numa parede horizontal. Ora £(7;) = v/2n para

todo o j:
m
n / /
n n

E portanto o comprimento total da trajectéria é dado por

b
Z L(y V2n. 5 = V2 m.m.c(n,m).
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2.3 Calculo do maximo divisor comum

O préximo objectivo é mostrar que o bilhar de lados n e m, com m > n,
determina o m.d.c(n,m). Comecemos por recordar que os elementos da
6rbita de n em Z,, (isto é, os elementos de (n)) podem ser facilmente iden-
tificados usando o quadrado de lado m.m.c. (n,m): estes elementos corres-
pondem aos pontos de colisdo da bola nas paredes verticais de M, além
de A e um outro vértice de saida. Seja X um desses pontos. J& sabemos
que X = II(P) onde P resulta da intersecgao da diagonal do quadrado, que
designamos por AFE, com uma das rectas verticais de equacao x = k.n para
algum k € {0,1,---,5}. Como P estd numa parede vertical de um rectan-
gulo R da rede R, consideremos o vértice V' de R situado na recta vertical
que contém P, abaixo de P. A aplicagao II transforma R em M através de
sucessivas reflexoes, sendo por isso uma isometria; logo o elemento de (n)
que X representa satisfaz a igualdade

distincia de X o II(V)) = distdncia de P a V.

O elemento que P representa em (n) é precisamente o valor desta distancia
de P a V. Na figura seguinte estdo assinalados os segmentos PV num
exemplo.

P

A %

Seja O o conjunto dos pontos da fronteira de M que sdo ou pontos
de colisao ou o vértice de entrada ou o de saida (o cardinal de O é igual
a #J(rgm)) Fixemos X de O situado numa das paredes verticais. X
representa um multiplo de n em Z e um elemento X~ de (n) em Z,,. Como
vimos, X~ ¢é a distancia de X a um dos vértices dessa parede, digamos
X~=rouX~=m-—r,onder € ZJ er < m.

Ser=0oum—1r =0, entdo X~ =0 e X é um dos vértices da parede
fixada. Suponha-se pois que 0 < r < m e portanto que X é um ponto de
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colisdo. Da nossa interpretacdo algébrica resulta que X é o tnico ponto
que representa X~ e nenhum outro elemento de (n) é representado por X.
Note-se ainda que
XN_1:X~<:>r:m—r<:>r:%.

Suponha-se que r # . Entao X~~1 & representado por um ponto X',
de colisdo numa parede vertical, e X' # X. Como a distancia de X a um
dos vértices dessa parede é X~1 (e igual a r ou a m — r), concluimos que
ha pelo menos dois pontos distintos, de colisdo nas paredes verticais, que
distam r de um dos vértices (e m — r do outro vértice). Mas de facto ha
precisamente dois destes pontos, X e X ": se um ponto Y de O estd numa
parede vertical e dista r de um dos vértices dessa parede, entdo Y representa
(em Z,,) r ou m —r, ou seja, X~ ou X~~1 e, consequentemente, Y = X ou
Y =X\

Consideremos agora o caso em que X~ 71 = X~ isto é, r = 5. Seja Y
de O situado numa parede vertical e equidistante dos vértices dessa parede;
Y representa simultaneamente X~~! e X~ e portanto Y = X. Logo ha no
méximo um ponto de O, numa parede vertical, que se encontra equidistante
dos respectivos vértices.

Observemos agora os pontos A de O nas paredes verticais que represen-
tam D = m.d.c(n,m). Note-se que 1 <D< m e que D = m (isto é, D é
zero em Zy,) se e s6 se n = m, e neste caso A = Aou A =C. Se D < m,
entdo D é representado por um tnico ponto A de colisdo numa das paredes
verticais. E temos:

1.D="m=

Neste caso o ponto A esta equidistante dos vértices e, pelo que vimos, é
Unico nas paredes verticais com esta propriedade. Na verdade podemos
concluir mais: como D < n < m = 2D, temos 1 < 4 < 2; daqui
resulta que, por ser inteiro, 5 tem deser lou2. Se 5 =1,n =D = ;

se 5 = 2, entdo n = 2D = m, o que nao ¢é possivel pois implicaria que
D =m. Assim m = 2n e A é o Gnico ponto de colisdo com as paredes.
m
2. D#%

Pelo que vimos, existem precisamente dois pontos de O nas paredes
verticais, A e A', cuja distancia a um dos vértices dessas paredes é D.
Note-se que, se X € O é um ponto de colisdo nas paredes verticais e
se r designa a menor das distdncias de X aos vértices dessa parede,
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14 BILHARES DE INTEIROS

entdo r > D uma vez que r e D sdo elementos de (n) e D é o menor
elemento de Z,, que estd em (n).

Em ambos os casos concluimos que:

Proposicao 2 O(s) ponto(s) de colisio nas paredes verticais que se encon-
tra(m) mais perto de um dos vértices determina(m) D: D é precisamente a
distancia de um desses pontos ao vértice mais proximo. [

Vejamos contudo outro método eficaz para determinar D. Seja X € O
situado numa das paredes verticais AD ou BC. Representaremos por X o
elemento de (n) em Z que é representado por X. Existe um inteiro az > 0
tal que X = an, sendo X = Aseesésea=0,e X € AD se e s6 se o é
par. Por outro lado, pelo algoritmo de divisdo inteira, existem inteiros nao
negativos ¢ e r tais que 0 < 7 < m e X = gm + r, correspondendo X a
um dos vértices quando 7 = 0. Ora o elemento X~ de (n) em Z,, que é
representado por X é precisamente r; além disso, se ¢ é par, entdo X = A
ou X = B ou X é ponto de colisdo em rota ascendente; se ¢ é impar, entao
X =CouX =D ou X é ponto de colisao em rota descendente.

Vejamos de seguida que a distribuicao dos pontos da trajectoria que estao
na fronteira de M segue um padrao determinado pelo m.d.c (n,m).

Proposicao 3 Sejam X,Y € O, X # Y pontos situados numa mesma
parede vertical, AD ou BC. Entdo 2D divide a distincia de X a'Y.

Prova: Usando a notacdo anterior, existem inteiros nao negativos «,
0B, q1, q2, m1 € ro tais que X = an = am + 71, Y = pn = gam + 1o e
0 < 71,72 < m. Suponhamos sem perda de generalidade que X <Y (logo,
a < feq < q). Como X eY estdo na mesma parede vertical, o e 3
sdo ambos pares ou ambos impares. Logo a@ + 3 é par. Dividamos agora o

argumento nos seguintes casos:

1. X e Y sdo pontos de colisao.

Ha4 diferentes possibilidades para a chegada da trajectoria aos pontos
X eY. De facto a distancia entre X e Y pode ser dada por |ro —ri| e
nesse caso gz —q1 é par; isto é, a distancia é igual a |(f—a)n—(g2—q1)m/|
e, como D divide n e m, e 2 divide 8 — « e g2 — ¢1, resulta que 2D
divide a distancia de X a Y. Mas a distancia de X a Y pode também
ser 1 + ro — m e nesse caso ¢z + q; € impar; isto é, a distancia é igual
a(B+a)n—(qg+q +1)me, como D divide n e m, e 2 divide 8+ «
e qo+q1 + 1, entdo 2D divide a distancia de X a Y.
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2. X é ponto de colisdo e Y é um dos vértices B, C' ou D.

Neste caso ro = 0. A distadncia de X a Y pode ser dada por 71, ou seja,
(B+a)n—(q2+q1)m, e g2+ q1 é par; como D divide n e m, e 2 divide
B+ aeqgy+q1, 2D tem de dividir a distancia de X a Y. E a distancia
pode também ser dada por m—ry, ou seja, —(S+a)n+ (g2 +q1+1)m,
sendo ¢s +¢1 impar; como D divide n e m, e 2 divide S+« e go+q1+1,
analogamente resulta que 2D divide a distdncia de X a Y.

3. X=AY € AD.

Neste caso r1 = q1 = 0 e 8 é par. Assim quando g2 é par, a distancia
de X a Y éigual a 9, ou seja, fn — gam; como 2D divide Bn e gom,
divide a disténcia de X a Y. Quando g9 é impar, a distancia de X a
Y é igual a m — rg, ou seja, —fn + (g2 + 1)m; como 2D divide fOn e
(g2 + 1)m, divide a distancia de X a Y. [

Corolario 2 Sejam X, Y € O, X # Y, pontos situados numa mesma
parede horizontal, AB ou CD. Entao 2D divide a distincia de X a Y.

Prova: Quando X e Y néo sdo ambos vértices do bilhar, basta notar que
existem pontos X e Y’ de O, situados numa mesma parede vertical, tais que
XX e YY' sao segmentos da trajectoria da bola (um deles eventualmente
reduzido a um ponto) e a distancia de X a Y ¢é igual a distancia de X "a
Y'. Se X e Y sdo vértices, entdo coincidem com A e B (digamos X = A e
Y = B) e existe Y' € AD tal que YY” é segmento da trajectéria da bola e
a distancia de X a Y (que é n) é igual & distancia de X a Y. O

Definicao 1 No que se seque, diremos que dois pontos distintos X, Y € O
sa@o pontos consecutivos da trajectoria se e so se uma das duas condigdes
sequintes for satisfeita:

1. X eY estao em paredes distintas e (XV UVY)NO = {X,Y}, onde
V' € o vértice comum as paredes onde moram X e Y.

2. X eY estao numa mesma parede e XY NO ={X,Y}.

Proposicao 4 Sejam X, Y € O, X #£Y, X situado numa parede horizontal
e Y numa parede vertical e suponha-se que X e Y sdo pontos consecutivos
da trajectoria. Entdo:

1. Se X eY ndo sao vértices, a distancia de X a 'V € igual a distancia
deV aY, ondeV € o vértice comum as duas paredes;
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16 BILHARES DE INTEIROS

v Y X Y

2. D(X,Y) > 2D, onde D designa a métrica do tdzi.

Prova:

1. Como o movimento da bola se faz ao longo de segmentos de recta que
intersectam as paredes do bilhar num angulo de 45°, XV e VY sao
lados de um triangulo isdsceles, rectangulo em V.

o

2. Pela alinea anterior, se X e Y estdo em paredes distintas, D(X,Y")
igual a duas vezes a distancia de V a Y. E a distdncia de V a Y
maior ou igual a D por Proposigdo anterior.

(@

Se X e Y estdo numa mesma parede, por Proposi¢do anterior e
Corolério que lhe segue, 2D divide a distancia entre X e Y (que
neste caso também a distancia de téxi entre X e Y). Logo esta
maior ou igual a 2D. O

O O O

Corolario 3 A distincia D entre dois quaisquer pontos consecutivos de O
é2D.

Prova: Seja l = mg” e designemos por X1 = A, Xo, ---, X; os [ pontos
de O, sendo a indexacao feita de modo a respeitar a orientagdo positiva do
bordo do rectdngulo M e de modo que, para i = 1,--- ;I — 1, X; e X;411

sejam pontos consecutivos de O.
Ja vimos que D(X;, X;y1) > 2D para todo o i. Além disso, se
D(X;, Xi+1) > 2D para algum ¢ € {1,--- ,l — 1}, entao terfamos

-1 -1
2(m+n) =Y D(Xi, Xiy1)+D(X;, X1) > Y 2D+2D =2Dx1 = 2(m+n).
=1 =1

0
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Xg Xg X7

X6
X10

X5
X114

X4

X1 X2 Xz

Corolario 4 Seja Z o ponto de (O — {A}) N AD que estd mais prozimo
do vértice A. Entao D(A,Z) =2D.

Prova: Basta observar que A e Z sdo pontos consecutivos de O. [

Os corolérios seguintes sao igualmente imediatos:
Corolario 5 Sejam X e Y pontos de O. Entao 2D divide D(X,Y). O

Corolario 6 Seja X um ponto da fronteira de M. Entio X € O se e so
se 2D divide D(X, A). O

Reformulemos neste contexto o nosso critério para determinar previa-
mente o vértice de saida da bola, utilizando o corolario anterior: se, a partir
do vértice A marcarmos os pontos da rede inteira que estdo na fronteira
da mesa de bilhar M separados entre si por distdncia D igual a 2D, en-
contramos todos os pontos da fronteira por onde a trajectoria pode passar.
E, como veremos, além de A s6 um outro vértice é deste modo assinalado,
sendo portanto esse o vértice de saida:

1. m e n impares: Neste caso D é impar e 2D néo divide nem m nem n;
logo, pelo corolario anterior, os vértices B e D nao pertencem a O. E
portanto o vértice de saida é C'.

Note-se que existem inteiros ndo negativos « e [ tais que m =
ax2D+Den =0x2D+ D. Para determinar D, basta encon-
trar o ponto da parede AD (respectivamente BC') mais proximo de D
(respectivamente B) e medir a distancia entre esse ponto e o vértice
D (respectivamente B).
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2. m impar e n par: Agora D é impar e 2D nao divide m nem n +

m (ambos impares), logo os vértices C' e D nao pertencem a 0. E
portanto o vértice de saida é B.

Para determinar D, basta encontrar o ponto da parede AD (respec-
tivamente BC') mais préximo de D (respectivamente C') e medir a
distancia entre esse ponto e o vértice D (respectivamente C').

. m par e n impar: Tal como no caso anterior, D é impar e 2D nao

divide n nem n 4+ m, logo os vértices B e C nao pertencem a 0. E
portanto o vértice de saida é D.

Os pontos da parede BC' mais perto dos vértices B ou C' dao-nos D
como a distancia entre o vértice e esse ponto mais préoximo. Quando
m = 2D, s6 existe um destes pontos mais préximos, equidistante de
BelC.

. m par e n par Neste contexto, os trés vértices B, C ou D podem ser

vértices de saida.

Note-se contudo que D é par e que
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N N

e 2D tem de dividir n ou m ou n + m pois a bola sai do bilhar;

e 2D s6 pode dividir um dos trés niimeros n, m ou n + m, caso
contrario dividiria simultdneamente n e m e o maximo divisor
comum de ambos seria 2D e nao apenas D.

E portanto, conhecidos n e m, fica assinalado um sé vértice além de
A para passagem da trajectéria e esse é o vértice de saida, sendo que:

(a) se 2D divide n, a bola sai pelo vértice B;
(b) se 2D divide m, a bola sai pelo vértice D;

(c) se 2D divide n + m, a bola sai pelo vértice C'.

3 6€l0,3[etglh) #1

Suporemos nesta seccdo que a trajectéria inicial da bola faz um angulo
6 €10, 5[ com o eixo dos x’s. Pelas regras a que estd sujeito o movimento
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da bola, em cada colisdo com uma parede da mesa rectangular do bilhar o
angulo de incidéncia é igual ao de reflexao, dai que:

¢ o0 angulo de incidéncia nas paredes verticais do bilhar seja 5 — 0;

e 0 angulo de incidéncia nas paredes horizontais do bilhar seja 6.

Tal como se fez na seccdo anterior, comecemos por desdobrar a mesa
do bilhar numa rede de rectdngulos de lados que sao multiplos inteiros de
n e m, onde a trajectoria da bola se vizualiza como a semi-recta R;’, no
primeiro quadrante, de origem em (0,0) e inclinagao tg(#). Podemos desde
ja verificar que, tal como no caso em que ¢ = 7, a bola sai por um dos
cantos.

3.1 Prova da Proposicao 1

Suponhamos que tg(f) = %, onde a e b sdo naturais primos entre si.

Note-se que, se a orbita da bola passa por algum canto do bilhar que ndo o
de entrada, entao sai por esse canto; além disso, essa passagem por um canto
¢é descrita, na versdo desdobrada do bilhar, pela interseccdo da semi-recta
R; com a rede de pontos de coordenadas (jn,km), onde j e k s@o inteiros
positivos quaisquer. Ora o ponto do plano de abcissa b x m.m.c(m,n) e
ordenada a X m.m.c(m,n) é um destes vértices, é distinto do vértice de
entrada e pertence a semi-recta R;, uma vez que

a x m.m.c(m,n) a

— =1tg(0).

b x m.m.c(m,n) b

O segmento de recta que une (0,0) a este ponto representa, eventualmente
com multiplicidade, a trajectéria da bola. Logo ela sai por algum canto.

Reciprocamente, suponhamos que a bola sai por um dos cantos. Entao,
por construcao da versdo desdobrada do bilhar, concluimos que:

e a drbita é um segmento de recta que une (0,0) a um vértice V' da rede e
tem inclinagao tg(0);

e V = (jn,km), para algum par de inteiros positivos j e k. E portanto,
tg(0) = %, que é racional. [

Note-se que a bola nao passa mais do que uma vez num mesmo ponto

de colisao nem sai pelo vértice (0,0). A prova desta afirmagao é a mesma

que apresentamos para o caso em que 6 = % e assenta no facto de existirem
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quando muito dois segmentos de recta, do trago da trajectéria da bola, que
permitem aceder a cada um desses pontos.

Analisemos agora em detalhe os dois casos a considerar, quando tg(f) é
racional e quando nao é.

3.2 Prova do Teorema 2: tg(f) € QF
3.2.1 Versao geométrica

Sejam 6 €]0, 5[ e a e b inteiros positivos tais que m.d.c (a,b) = letg(d) =
- Recorreremos em seguida a interpretagao geométrica que delinedmos
acima para generalizar as formulas anteriores.

a

1. A trajectéria da bola é a projecgao, via II, em M de um segmento de
recta AE contido em R, sendo II(E) € II(AE — {A}) o vértice de
saida da bola. Além disto, sabemos que E é um vértice de um dos
rectangulos da rede R, isto é, £ € V, onde

km a
V=<0nkm)eR?: k,jezt— ==\
{Gin, km) j n b}
Para encontrar o ponto F, basta observar que ele é o ponto de V a
menor distdncia de A = (0,0). Logo basta determinar os menores
ko, jo € ZT tais que ko(bm) = jo(an). Esta igualdade indica que o ni-
mero que descreve é simultaneamente miltiplo de bm e de an. Por isso,

o menor valor kg deve ser tal que ko(bm) seja o menor miltiplo comum
m.m.c (bm,an)

de bm e de an; isto é, devemos ter kg = o . Analogamente
. . m.mn.c(bm,an)
se conclui que jo = ——_ ——. E portanto
E = (jOnv kom)
= m.m.c(bm,an) (l 1)
S ’ a’'b
_ ( mb n na )
-~ \m.d.c(bm,an)’ " m.d.c(bm,an)’

Para determinarmos o vértice de saida da bola, basta recordar que

II(E) é diferente de A e que se er’nan) é par, entao Wﬁnan).n =

0 (mod 2n), o que implica que II(E) € AD e portanto II(E) = D. Ana-

na A = na —
logamente, se T (bmamy € Par, entdo Sofl—ms.m = 0 (mod 2m),

logo II(E) € AB e portanto II(E) = B. Finalmente, se mb

m.d.c (bm, an)

e i s@o fmpares, entao %.n +n = 0(mod2n) e

m.d.c (bm,an) m.m.c (bm,an

1 .m+m = 0(mod?2m), logo II(E) = (n,m) = C.

m.m.c (bm, an)
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2. Tal como no caso em que 6 = 7, o comprimento da trajectéria v ¢ o

comprimento do segmento AFE, isto é,

L(y) = m.m.c(bm,an) ———=

= m.m.c(bm,an)

_ m.m.c(bm, an)
b sen(0)

3. Como anteriormente, designemos por Cy o numero de colisbes nas
paredes verticais de M, por Cy o ntmero de colisbes nas paredes
horizontais e por Cr = C,, + Cy o numero total de colisées. Como
vimos, Cy é o nimero de rectas verticais da familia

]—":{(kn,y)€R2:k€Z7y€R}U{(x7km)ERz:kGZ,xeR}

que intersectam o segmento de recta AE — {A, E'}. Estas rectas tém

equagao cartesiana = = jn, para valores de j em {1,---,jo—1}. Logo
Cv=jo—1
_ m.m.c(bm, an) ]
N an
bm X an
_ md.c(bman) 1
an
b
__om 1.

m.d.c (bm,an)

Similarmente, C'y é o nimero de rectas horizontais da familia F que
intersectam o segmento de recta AE —{ A, E'}; tém equagdo cartesiana

y = km, para valores de k em {1,--- ko — 1}, por isso
m.m.c (bm, an) an
—ko—1= B R C—)
Cn = ko bm m.d.c (bm,an)

bm+an -9

De onde resulta que Cr = md.c (bm.an)
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3.2.2 Versao algébrica

Provemos algebricamente as generalizacdes anteriores. Seja h : R? —
R? o automorfismo linear que a (z,y) associa (ax, by).

Lema 1 M’ = h(M) é um rectingulo de lados inteiros e a fronteira de M’
€ a imagem por h da fronteira de M.

Prova: A aplicacao h leva rectas em rectas, preserva o paralelismo, trans-
forma rectas verticais em rectas verticais e rectas horizontais em rectas hori-
zontais (logo M’ é um rectangulo de lados paralelos aos eixos coordenados)
e leva os vértices de M nos de M’. Além disso, por h ser um homeomor-
fismo, h( fronteira de M) = fronteira de M’. Um célculo imediato confirma
que M’ = [0,an] x [0,bm]. O

Seja, como anteriormente, para algum « € Z*t{cc}, T = U%,T; o trago
da trajectéria da bola em M, onde A € T, cada T; é um segmento de recta
cujos extremos estdo na fronteira de M, T; N T;41 se reduz a um extremo
comum a Tj e Ti4q, e T; # T se i # j.

Consideremos, para cada i € Z™ menor ou igual a a, T] = h(T;). Pelo
lema anterior, 7] é um segmento de recta cujos extremos estao na fronteira

de M'. E

Proposi¢ao 5 O segmento de recta T] intersecta os lados de M’ em dngulos

de 45°. E L(T;) = Yo x £(T)).

Prova: Como T; tem os seus extremos em lados paralelos ou perpendi-
culares de M, o mesmo ¢ vélido, via h, para T] e M’. As figuras seguintes
(em que o = § — 0) ilustram as diferentes possibilidades:

1(a) 1(b) o(a) o(b) 3(a) 3(b) 3(c) 3(d)
0 a & a

m z - > o / 3 / >
g o G o

Em geral, o comprimento de T; é dado por vr2 + 52, onde 0 < r < n,
0<s<m,r=L(T;) xcos(0), s = L(T;) x sen(0) e, como tg(d) = 3,7 e
s verificam a igualdade ar = bs. Por h, obtemos novo triangulo de lados ar
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e bs, e o angulo 6§ é enviado num angulo ¢’ €]0, 5[ tal que tg(¢') = % =1;
logo 0" = 7. Além disso, ar = bs = L(T}) x %; e portanto

2
ﬁ(ﬂ)Z\/T2+32=\/r2+Z—2xr2:%\/T

a2 +12 =
VETE . 1 IR
=ar——— =L(T])) x —= x — .00
ab V2 ab

E agora imediato concluir que 7" = U, T} é o trago da trajectéria de
uma bola em M’ cujo angulo de incidéncia é de 45°. Podemos pois usar os
resultados anteriores para provar as formulas generalizadas.

Como T’ termina num dos vértices de M’, T = h=}(T’) tem também
de terminar num vértice de M = h~1(M’), o que confirma que a bola
acaba sempre por sair de M. Como vimos na secc¢do 2, o comprimento
da trajectéria em M’, ou seja, 3 | L(TV), é igual a v/2 x m.m.c (an,bm) e
portanto

Corolario 7 O comprimento total da trajectoria descrita pela bola em M
¢ igual a m.m.c (an,bm) x 7“’2;”’2. O

Sejam C'y, Cgr e Cr como anteriormente. Pela relagdo entre os bilhares
M e M’ via h, é imediato que Cy = Cf,, Cyg = Cy e Cp = C7,, onde C’
designa o niimero de colisoes da bola com a fronteira de M’. Logo

Corolario 8 Se D = m.d.c(an,bm), Cy = bﬁm -1, Cp=%-1eCr =
an—Ebm —92.0

Uma vez que ja sabemos como determinar previamente o vértice de saida
da bola de um bilhar onde ela entre com angulo de incidéncia de 45°, a
aplicacao h permite transferir este critério para o bilhar M. Claramente a
bola sai em M pelo vértice V se e s se a bola em M’ sai pelo vértice h(V);
além disso, h respeita a ordem dos vértices, logo os cantos A, B, C e D de
M correspondem aos vértices A’, B’, C' e D' respectivamente. Por isso
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Corolario 9 :

s

(i) Se “ ¢ par, a bola sai em D.

(ii) Se 9% ¢ par, a bola sai em B.

(iii) Se ¥ e % sdo ambos impares, a bola sai em C. O

Resta traduzir neste contexto mais geral a capacidade que estes bilhares,
onde a bola entra com angulo de 45°, tém de calcular o méximo divisor
comum dos lados.

Quando § = tg~! (™), abola entra em A e segue pela diagonal ascendente
do rectangulo até ao canto C, por onde sai. Suponhamos agora que que
0<6<tg™( ™). A primeira colisao da bola com as paredes do bilhar dé-se
na parede BC e a segunda ou a terceira na parede AD:

P\ : PN

E portanto existe um ponto P € AD — A tal que P € T' (eventualmente
igual a D). Similarmente, se tgfl(%) < 0 < 7, existe um ponto P €
(AB—A)NT:

N

Corolario 10 Seja 6 €]0, %[ tal que 0 < § < tg~'(2) (respectivamente
tgH2) < 6 < %) e P o ponto de (AD — A) N'T (respectivamente de

n

(AB — A)N'T) mais prézimo de A. Entao a distancia de A a P € igual a

2 x m.d.c(an,bm) (respectivamente 2 x m.d.c (an,bm)).
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Prova: Seja P' = h(P); este é o ponto no bilhar M’ = h(M)
pertence a (A'D' — A') N T’ (respectivamente a (A'B" — A )NT') e
estd mais préoximo de A’ = A = (0,0). Ora sabemos que, como 6 =
distancia de P’ a A é igual a 2 X m.d.c. (an,bm). Além disso, a aplicac¢do
h~! multiplica esta distancia por § se P’ € A'D’ e por 2 se P' € A'B". E

2x m.d.c(an,bm)
b

que
que
s

1 a

portanto a distdncia de P a A é dada, respectivamente, por

e 2% m.d.z(an,bm)' N

4 Prova do Teorema 3: tg (0) ¢ QF

VerificAmos na secg@o 3.1 que, neste caso, a trajectoria nao sai de M.
Se T' designa o trago da curva que a bola descreve, entao temos T' = U2 T;
onde:

(i) cada T; é um segmento de recta, cujos extremos Pj_; e P; estdo na
fronteira de M e T; — {P,_1, P;} C interior de M.

(ii) Vi € ZT T,N Ty = {P;}
(iii) Vi,j € Z¥,i # j.T; # T
(iv) A=PRyeTie AgT,Vi>2.

Ou seja, a bola parte de A = Py e percorre 11 uma tnica vez até alcancar
P, apés o que percorre Th uma tnica vez e assim sucessivamente. Por outro
lado, T = II(Ry); de facto, T = II(Ry), onde Ry é a recta que contém R,
uma vez que:

o T =TI(R}) C TI(Ry);

e 0s pontos de Ry — R;r sao da forma (—xg, —yo) com (zg,y0) € R; e
claramente (zg,yo) > (—x0, —¥0), logo II(—xg, —yo) = (xo,yo) que
pertence a T.

Da igualdade T' = II(R] ), da irracionalidade da tg(f) e da natureza
das identificacbes que se efectuam através da aplicacdo II, resulta que a
trajectéria da bola nao passa por nenhum ponto da rede inteira com excepcao
de (0,0), o ponto de entrada na mesa do bilhar.

Designemos por w a tangente de #; mostraremos de seguida que, por w
ser um numero irracional, a trajectoria T é densa em M.

Boletim da SPM 57, Outubro 2007, pp. 1-31



ANTONIO SARAIVA 27

Lema 2 Seja G o subgrupo aditivo de (R,+) gerado por 2m e 2nw. Entdao
G é denso em R.

Prova: Os subgrupos aditivos de R sao densos em R ou discretos (e neste
caso da forma (Z para algum [ de R). Suponha-se que existe um real 3
tal que G = (Z. Entao deverado existir inteiros 7 e j tais que 2m = (i e
2nw = 3j; por n e m serem nao nulos, o mesmo ¢ valido para i e j. Daqui
resulta que 3 = 277” = 27;—“} e a segunda igualdade informa que w = 2277';] , 0
que nao é possivel porque w € irracional. E portanto G é subgrupo denso. [

Consideremos em M um segmento vertical, de extremos P = (r,0) e
Q = (r,m), onde 0 < r < n, e designemos por Y a interseccao da trajectéria
T com o segmento PQ. Os pontos de Y sdo as imagens por II dos pontos
de interseccao de R; com as rectas verticais de equacdo x = j X 2n —r e
x=kx2n+r, com j e k inteiros ndo negativos; e de facto, no primeiro
quadrante, s6 os pontos com estas abcissas sdo enviados por II em PQ.
Observe-se que os pontos de R; comuns as rectas © = j x 2n —1r, j € Zd,
sdo da forma (j x 2n —r,w (j x 2n—7)), j € Z¢. Contudo, para todos estes
valores de j, (j x 2n — 7w (j x 2n — 7)) < (r — j x 2n,w (r — j X 2n)); ou
seja, Y =II(U), onde U = {(r + k x 2n,w (r + k x 2n)) : k € Z}. Podemos
entao escrever

Y={(r,y) e PQ: Ik €Z: (ryy) < (r+ k2n,wr + k2nw)}.
Lema 3 Sejam P, QQ, Y e G como acima. Entdo Y = Y1 UYs, onde
Yi={(r,y) eR*:y—wreGn[-wr,m—wr]}
Yo ={(r,y) €ER*: y +wr € GN[wr,m+ wr]}.

Prova: Seja (r,y) um ponto de Y; entdo y € [0,m] e existe inteiro k
tal que (r,y) > (r + k2n,wr + k2nw). Logo y = wr + k2nw (mod 2m) ou
y = —wr — k2nw (mod 2m); isto é, existe j € Z tal que y —wr = j2m+ k2nw
ou y+wr = j2m+(—k)2nw. No primeiro caso, y—wr € G e, como 0 < y < m,
entdao y — wr € [—wr,m — wr]. Ou seja, (r,y) € Y7. Analogamente se prova
que, no segundo caso, (r,y) € Ys.

Reciprocamente, seja (r,y) um ponto de Y7 U Y. Do facto de y — wr €
[—wr,m —wr] ou y + wr € [wr,m + wr| conclui-se facilmente que y € [0, m]
e portanto que (r,y) € PQ. Por outro lado, y —wr € Gouy+wr € G e
portanto existem inteiros ¢ e k tais que y — wr = i2m + k2nw ou y + wr =
i2m + k2nw. Igualdades que indicam que (r,y) > (r + k2n, wr + k2nw) para
algum inteiro k e portanto (r,y) € Y. O
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Proposicao 6 Y ¢ denso em PQ).

Prova: Do Lema 2 resulta que GN[—wr, m—wr] é denso em [—wr, m—wr].
Seja T, : R? — R? a translaccio associada ao vector (0,wr). A aplicacio
7. transforma {r} x (GN[—wr,m—wr]), que é denso em {r} X [—wr, m—wr],
em Y. Como 7, é um homeomorfismo e 7, ({r} x [—wr,m — wr]) = PQ,

resulta que Y7 é denso em P(@). Analogamente se comprova que Ys é denso
em PQ. O

Corolario 11 T € denso em M.

Prova: Sejam X € M e ¢ > 0. Existem reais r e s tais que 0 < r < n,
0<s<meX =(rs). Consideremos os pontos P = (,0) e Q = (r,m) e,
como acima, Y =T N PQ. Pela Proposicao anterior, existe z € Y que dista

de X menos de €, o que, como z € T', prova que a trajectéria T é densa no
bilhar M. O

5 Apéndice

Guardamos para este anexo uma demonstragdo da afirmacao feita no
texto de que a aplicacdo II é aberta e que transforma sobrejectivamente a
recta Ry na trajectéria T em M.

Definicao 2 Sejam k um inteiro positivo e x, y em R. Entao © ~j 1y se
eso sex=ymodk oux=—ymodk. Isto é, x ~ y se e sé se k divide
x —1y ou k divide x +y.

Lema 4 A relacio bindria ~y, é de equivaléncia.

Prova: A reflexividade, simetria e transitividade deduzem-se facilmente
das propriedades da divisao inteira. [

Lema 5 Sejam ~ e = relagoes de equivaléncia em R e < a relagdo bindria
em R? dada por (x1,71) =< (x2,12) & o1 ~ 22 € y1 =~ y2. Entdo < é uma
relacao de equivaléncia.

Prova: A reflexividade e a simetria sdo consequéncia imediata da comu-
tatividade da conjungao. Quanto a transitividade, sejam (z1,y1), (2,¥2),
(73,93) de R? tais que (z1,41) < (22,92) e (w2,92) =< (w3,93). Entdo
Tl ~ X2, Y1 R Y, Ta ~ X3 € Yo = y3. Logo x1 ~ x3 € Y1 = y3, OU seja,
(z1,91) < (23,93). O

Boletim da SPM 57, Outubro 2007, pp. 1-31



ANTONIO SARAIVA 29

Fixemos naturais n e m; no que se segue consideraremos em R as relacoes
de equivaléncia ~gp € ~op,.

Lema 6 Vr,y € R 3'a € [0,n] 3'b € [0,m] tais que x ~2n a ey ~am b.

Prova: Fixemos um real x e seja k a caracteristica de . Assim temos
kn < z < (k+ 1)n e portanto ag = = — kn pertence ao intervalo [0,n[ e
x = (r—kn)+kn = ap+ kn. Se k é um inteiro par, entdo 2n divide x — ay,
isto é, x ~9, a, sendo a = ag. Se k é impar, entdo 2n divide x — ag +n e
por i8so x ~a, a, onde a =n — ag €]0,n].

Provemos agora a unicidade. Suponhamos que existem a e a de [0, n]
tais que x ~9, a e x ~9, a. Entdo a ~9, a, ou seja, 2n divide a—a ou a+a.
Como a e a pertencem ao intervalo [0, n], temos |[a —a| < n e a+a < 2n,
e portanto, se 2n divide a — @, entdao a — a = 0; se 2n divide a + @, entdo
a+a =0 (logo a = a = 0 por serem ambos nimeros nao negativos) ou
a + a = 2n sendo que esta igualdade sé se pode verificar se a = @ = n. Do
mesmo modo se determina o tnico b € [0, m] tal que y ~ap, b. O

Designemos por 1 a relacio binaria em R? dada por: (x1,91) < (72, y2)
se e 80 se T1 ~o, T € Y1 ~om Y2. Dos Lemas anteriores resulta que:

Corolario 12 1 é uma relagio de equivaléncia e para todo o (z,y) de R?
existe um unico (a,b) de M tal que (z,y) > (a,b). O

Corolario 13 Cada classe de equivaléncia de <1 tem um e um sé elemento
de M. O

Seja I : R?> — M a aplicacdo que a cada p € R? associa o tinico
ponto II(p) de M tal que p < II(p). Note-se que a restrigao de IT a M
é a Identidade e que Ker(Il) := {(p,q) € R? x R? : TI(p) = H(q)} =
. Os préximos Lemas caracterizam a accao de Il como a que resulta da
composicao de reflexées em rectas, horizontais ou verticais, da familia F.

Lema 7 Sejam R e S dois rectangulos distintos da rede R com um lado em
comum e r a recta que contém RNS. Dois pontos, P € R e Q) € S, sdo tais
que @ resulta de P por reflexdo na recta v se e s6 se P <1 Q.

Prova: Suponhamos que r é uma recta vertical. Por hipdtese, os lados
verticais de R estdo contidos em rectas de equagoes x = kn, x = (k+ 1)n e
os de S estao nas rectas © = (k+1)n e x = (k+ 2)n; além disso, P e @ tém
a mesma ordenada e as abcissas sdo da forma kn + a e (k + 2)n — a. Ora
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2n divide [(kn + a) + (k + 2)n — al, logo P <1 Q. O caso em que 7 é uma
recta horizontal é andlogo. O reciproco resulta directamente da definicao da
relagdo <. [

Dado um rectangulo R da rede R, podemos transformar R em M através
de reflexdes sucessivas num nimero finito de rectas da familia F (horizontais
ou verticais). Se P € R e @) é a respectiva imagem em M pela composic¢ao de
tais reflexdes, entdo, por aplicacido sucessiva do Lema anterior, concluimos
que P <1 @; logo II(P) = @. Assim a restrigdo de IT a R é uma isometria
que envia a fronteira de R na fronteira de M e os vértices de R nos de M.
E, como esta restricdo é uma bijeccao sobre M,

Lema 8 Cada classe de equivaléncia de > tem exactamente um elemento
em cada um dos rectangulos da rede R. [J

J4 sabemos que II : R?> — M é sobrejectiva e que a restricdo a cada
rectangulo da rede R é um homeomorfismo sobre M. Além disso

Lema 9 II: R? — M ¢ aplicacio quociente aberta.

Prova: Seja U um aberto de R? e designemos por (Rj)jen a familia de
rectangulos da rede R. Entao, para cada j, UNR; é aberto em R; e portanto
II(U N R;) é um aberto de M. Logo

() = I(U; U N R;) = U,TIU N R;)

é um aberto de M. O

Como Kerll = 1, deduzimos deste lema que
Corolario 14 M ~R?/ . O

Provemos finalmente que II transforma sobrejectivamente a semi-recta
R; na trajectéria T de uma bola que parte de A com velocidade constante
e fazendo com o eixo dos z’s um angulo 0 €0, Z[.

Designemos por Q9 = A, @1, -+ a sequéncia de « pontos de entrada,
eventual saida e de colisdo da bola com as paredes do bilhar M. Caso a bola
saia por um vértice, a familia anterior de pontos é finita, Qg, Q1, -, Qk,
sendo Qi o canto de saida. Para cada i > 1, seja T; = (Q;_1Q; o segmento
de T que une estes dois pontos, orientado de acordo com o movimento da
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bola. Nesta notacdo, T consiste numa familia, eventualmente infinita, de
segmentos de recta orientados 77, T3, -- -, sendo que 11 C R;’.
Denotaremos por Py = A, Pi, --- a sequéncia de pontos de interseccao
da semirecta R; com os lados dos rectangulos da rede R. No caso de
algum P; ser vértice de um rectangulo, consideraremos apenas o subconjunto

{P(), Pl, te Pk}, onde
k= min{i € Z' : P;é um vértice}

(isto é, o ntimero de pontos P; que interessam é também «).

Para cada i € ZT, seja S; = P,_1P; o segmento de recta de extremos
nestes pontos. Mostraremos em seguida, por inducgao sobre i € Za“ , que,
para cada i, II(Q;) = P; e que II transforma S; em T;. Os casos i = 0
e 1 = 1 sdo imediatos: Qo = A = Py e Q1 = P;. Suponhamos que a
afirmacgao é valida para i = 0,1,---,j, onde j < a. Entao II(Q;) = Pj e
II(S;) = T;. Como j < o, P; ndo é um vértice e portanto (); também nao
¢é. Consideremos entao os segmentos S; e S;11; estao em rectangulos R; e
Rji1 da rede R que tém um lado em comum. Seja P € R; o ponto que
se obtém de Pj;; por reflexao na recta que contém R; N R;j;q. Por Lema
anterior, II(P) = II(Pj41) e portanto II(Sj41) = II(P;P). Ora II(P;P) tem
II(P;) = Q; como extremo inicial e, como a restri¢ao de II ao rectangulo R;
preserva angulos, o angulo que P; P faz com o lado de R; que contém P; ¢é
igual ao angulo que II(P;P) faz com o lado de M que contém ();. Mas, pela
lei da reflexdo, 111 também faz com esse lado o mesmo angulo. E portanto
II(P; P) tem de ser T} e, consequentemente, Q11 = II(Pj41).

Se o = 400, a prova segue por inducao finita. Se o = k, basta ter em
conta que, por construcio, Qo = II(Py).
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