EM MEDIA

Uma vez conhecidas as médias aritmética, gecométrica e harménica de uma
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amostra qualquer de n nimeros reais positivos, podemos criar conceitos

novos combinando-as. O que nos revelam essas médias hibridas?

Face a impossibilidade de medir com exatiddo qualquer
quantidade fisica, uma vez que as nossas observagdes
da realidade estdo sujeitas a erros, por muito cuidadosos
que sejamos, resta-nos compensar esta imperfeicdo efetu-
ando vdrias medi¢des e determinando o valor mais pro-
vével. De acordo com Gauss, esse valor é o da média arit-
mética dos resultados obtidos nas sucessivas medic¢oes.
Todavia, hd problemas em que a média apropriada é a
geométrica ou a harménica. Por exemplo, se um comboio
viaja durante um intervalo de tempo T a uma velocidade
constante v, e depois 0 mesmo periodo de tempo a uma
velocidade constante v, entdo a velocidade média v, nes-
se percurso verifica a igualdade vy, = (v1xT+02xT)/2T e,
portanto, v, = (v1+22)/2, a média aritmética das duas ve-
locidades parcelares. Contudo, se 0 comboio percorre uma
distancia D a uma velocidade constante v, e depois a mes-
ma distdncia D a uma velocidade constante v,, entdo a ve-
locidade média V;,; do comboio numa viagem que, no tem-
po total T = D/v; 4+ D/v, percorre a distancia 2D, verifica
2D = Vi x T, e daqui concluimos que Vi, = 2/(1/0;4+1/v,),
a média harménica das velocidades v e v;.

Dados n ntimeros positivos xq,xp,--+,X;, a mé-
dia aritmética A = (xi+x+-+x)/n, a média geo-
métrica G = {/x1x; ---x, e a média harménica

H = g7 75, verificam
A>G2=H, )

dando-se a igualdade se e s6 se x; =xp = = xy.

Com esta propriedade prova-se facilmente que, entre
todos os retangulos no plano com igual perimetro, o
quadrado é o que engloba maior drea; ou que a suces-
sdo ( (14+1/n)" ) converge.
n€N

Fixados dois niimeros reais positivos a e b, a sua mé-
dia aritmética-geométrica é obtida através da iteragdo
de um algoritmo que calcula alternadamente a média
aritmética e a geométrica, transformando (a, b) no par
de sucessdes

b
alza; blz\/u-g
e, paran € N,
a, +b
Apt+1 = n2 - byp1 = an by.

Note-se que, se a = b, entdo a, = a = b, para todo o n.
Quando a > b, tem-se b < by, a; < a e, por (1), by < a;.
Mais geralmente, para cada n € N

bi< by < by < @yl <y <d

ap — by
A1 — bp1 < app1 —bn = 5

Logo, as sucessdes (an),cn € (bn),en cOnvergem, e
tém o mesmo limite, que pertence ao intervalo |a,b| e
que designaremos por AG(a,b).

A convergéncia destas duas sucessdes é rdpida.
De facto, uma vez que, para todo o a > b > 0, a sucessdo
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(an), ey decresce para AG(a,b) e temos

2 2 n—bn)?
(B11)" = (bay1)? = Lok,
se dividirmos ambos 0s termos desta dltima igualdade

por
Apy1+bup1 =284

obtemos

(“n—hn)z
8AG(ab)"

. 2 2
h __ (an=bn) _ (an—bn)
Ont1 = butl = Ta,irtby) = Banes

A velocidade de convergéncia deste algoritmo estd na
base de um dos processos mais eficientes para calcular
aproximagdes de 7r. Efetivamente, Gauss provou que
AGlv2 1) = 2% ~ 1.198140234735...

onde =4 fol 1/v/I=x* dx é o comprimento da lemniscata
(a curva plana que em coordenadas polares se descreve
pela equagdo r? = cos(20)). Bastam quinze termos da
correspondente sucessdo (a,), para conhecermos mais
de dois bilides de casas decimais da dizima de 7r. Podem
ler-se mais detalhes sobre este capftulo da obra de Gauss
em [2].

Na figura 1, as diferentes tonalidades da colora-
cdo do grafico da funcdo AG: (a,b) € ]0,10]x]0,10}:
a > b+ AG(a,b) indicam como varia com (a,b) a veloci-
dade de convergéncia das sucessoes que calculam a média

Figura 1.

aritmética-geométrica. Observe também nesta imagem o
comportamento da média AG com a mudanga de esca-
la: AG(ra,rb) = rAG(a,b) para todo (a,b) € RT x Rt e
qualquer r > 0.

Do mesmo modo, podemos considerar a média arit-
mética-harménica, obtida calculando-se sucessivamente
estas duas médias a partir de uma escolha inicial de dois
niimeros reais positivos distintos, digamos a2 > b > 0.
Mais precisamente,

=5 d = 2%
e, paran € N,
cn+d 2¢pd
Cng1 = ——— dpp1 = ——".
2 cit+dy

Repare-se que+/c1 dq = v ab; além disso, como (4+b)/2 < a
ea, b> 0, tem-se

d = (sz a) b>b;
por (1), vale ainda

b<d <Vab<c <a.
Em geral, paracadan € N,

b<dy,<dpi1 <vab<cyp <cyp<a

e
v cndy = Vab.
Consequentemente,
cn—d
Cngl —Ant1 < Cpyp1—dn = - 5 - @

e, portanto, as sucessdes (cn), ey € (@n), ¢ CONVergem
para o mesmo limite, que designaremos por AH(a,b) e
que tem de ser igual a v/ab. A convergéncia é de facto
mais répida do que (2) revela, uma vez que

(cn — dn)2 » (cn — dn)z
4Cn+1 4.b '

Cntl — dny1 =

Analogamente, constréi-se a média geométrica-harmoéni-
ca de um par de nimeros reais a > b > 0 determinando-
-se alternadamente estas duas médias. Ou seja:

o — 7 2ab

- a+b
e paran € N,
2e
eny1 = ven fn for1 = = :_J;?
n n

Note-se que e; = Vab < a, que f; =2ab/(a+b) > b e que
f1 < e por (1). Mais geralmente,
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b<fn<foy1<eny1<ep<a Vn € N.

Além disso,

1
ep =Vab= o
a%%
2ab 1
e o
2

Indutivamente, pode confirmar-se que os termos das su-
cessOes (en), e € (fu)yens determinadas por (a,b) com
a>b>0, sdo os inversos dos termos das sucessdes
(bu)yen € (an), e respetivamente, para o par (1/b, 1/a),
sendo 1/b > 1/a > 0. E, portanto, as sucessdes (e), o €
(fn) ey S8O estritamente mondtonas e convergem para

GH(a,b) :=

ST

AG(

7

Q=
e

A figura 2 representa a verde, a laranja e a azul os grafi-
cos das fungdes AG, AH e GH no dominio ]0,10]x]0, 10].
A figura 3 contém informacdo sobre as sucessdes descritas
anteriormenteeoslimites AG(a,b), AH(a,b)eGH(a, b) para
alguns pontos (1,b) do segmento {(a,b): a =2, 0 < b < 2}.
Em particular, pode averiguar nesta imagem a proprieda-
de seguinte: como vimos, sgndo a>b >0, tem-se

b< 240 <\/E<a+b<a

a+b 2
e
GH(a,b) € ]% \/a_b[ AH(a,b) = Vab,
AG(a,b) € |Vab, ”%b[

m AG
m AH
m GH

Figura 2.

Daqui resulta que
GH(a,b) < AH(a,b) < AG(a,b).

Os trés procedimentos iterativos descritos anteriormen-
te podem combinar-se numa acéo aleatéria conjunta das
trés médias AG, AH e GH. Mais precisamente, considere-
mos as fungoes

Fi: Rt xRt — R*T x R*
(a,b) — (“—er—b, \/%)

Fr: RT xRt — RT x R*
@) - (o )

Fz: RT xRt — RT x R*
(a,b) —  (Vab, 24)

e, fixado um par (4,b), lancemos um dado que tenha trés

faces numeradas com 1, 2 e 3, e em que faces opostas
tenham o mesmo ntimero. Se no primeiro lancamento
sair a face i € {1,2,3}, determinamos F;(a,b); se no se-
gundo langamento obtivermos a face j € {1,2,3}, calcu-
lamos .7-"]'(]-'1-(11,17)); se de seguida surgir a face k, com-
pomos Fi(F;(Fi(a,b))); e assim sucessivamente. Deste
modo, obtemos uma 6rbita de (a,b) pelo sistema iterado de
fungdes definido pelas aplica¢des JF1, /> e F3, associada
a uma dada sequéncia infinita de langamentos do dado.
Formalmente, cada érbita aleatéria de (a,b) é uma suces-
sdo de termo geral

neN; FepoFe, ,0-0F(ab) sen>1
(a,b) sen=20
20,
<
ol A\
N\ X
- AG
10 N ~ AH
~ GH
05 == =
0?}0 0’:'; = 10 15 20
Figura 3.
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- AG
- AH
- GH
—
Figura 4.

- AG

- AH

-GH

*| SN —

Figura 5.

onde ¢; € {1,2,3} e (cn),e descreve os resultados dos
sucessivos langcamentos do dado. A figura 4 mostra os
cinco primeiros iterados (ligados por segmentos para se
reconhecerem mais facilmente) de todas as 6rbitas alea-
térias de (2, 0.01).

Pela andlise anterior as médias combinadas AG,
AH e GH, concluimos que o sistema iterado das fun-
¢bes JFy, F e F3 tem como atractor global a diagonal
A ={(a,a) :a € R}, isto é os pontos de acumulacdo de
qualquer Orbita aleatéria estdo em A. Além disso, cada
elemento de A é fixo por esta dindmica aleatéria, por ser
fixo por cada uma das trés fungdes. Note-se ainda que,
para j € {1,2,3}, amatriz da aplicagéo derivada de Fjem
(a,a) é

1}
DFj(a,a) =

ST
Nl=

e tem valores préprios A = 1 (cujo espago préprio é a reta
de equagdo y = x) e p = 0, com espago préprio que tem
a dire¢do da reta y = —x. O que implica que, préximo da

diagonal, as 6rbitas sdo fortemente atraidas para A e ten-
dem para este conjunto numa direcdo aproximadamente
perpendicular a reta y = x. Atente-se a este pormenor
nas figuras 3 e 4.

O Atractor produziu material interativo a propdsito
deste tema, acessivel a partir de [1], que o leitor poderd ex-
plorar para determinar as médias combinadas de vérias
escolhas de (a,b), visualizar de outros dngulos os gréficos
das fungdes AG, AH e GH, ou identificar propriedades
das 6rbitas aleatérias e dos seus pontos de acumulagdo
usando a lupa que permitiu desenhar a figura 5 (que mos-
tra os iterados aleatérios de (2000, 0.01) contidos na regiao
{(a,b):0<a<1e0<b<05}euma ampliagdo perto
da diagonal).
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